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1. ANALISIS DE EXPERIMENTOS

1.1. Motivacion

..Se puede ahorrar dando a los empleados gratificaciones en efectivo o cer-
tificados de regalo de la principal zona comercial 7! 2

Suponga que la administradora del Hospital A, Helen Alston, desea exami-
nar una iniciativa que busca disminuir de manera importante el nimero de dias
de ausentismo laboral, dirigida a los empleados de limpieza, abastecimiento y
cuidados. A estos trabajadores que tienen registros de asistencia ininterrumpi-
da por seis meses se les harfa una gratificacién en efectivo en su sueldo, o bien
se les darfa certificados de regalo de la principal zona comercial de la ciudad
para que los utilicen en donde deseen como recompensa por simplemente asistir
a su trabajo.

Helen considera que el interés de los empleados por la gratificacién podria
reducir los costos incurridos por contratar mas personal, ademaés de evitar las
molestias de tener que hacerlo de iltima hora.

., Cémo podria Helen obtener evidencia de su suposiciéon? El diseno de ex-
perimentos nos permite proporcionar una solucién estadistica a este problema.

1.2. Conceptos bdsicos

El diseno de experimentos se refiere a un conjunto de métodos estadisticos
que permite obtener observaciones mediante las cuales contrastar una hipétesis
sobre un pardametro. Introduciremos los conceptos bésicos del diseno de experi-
mentos a partir del ejemplo del Hospital A. Para que Helen pueda establecer si
la propuesta efectivamente reduciria costos necesita un punto de comparacion,
es decir, debe medir el costo incurrido por aplicar la nueva medida A (bonifi-
cacién) o la nueva medida B (certificados de regalo) en comparacién con el
costo de seguir como antes. Para ello se requiere de tres muestras de emplead-
os: a unos se les aplicard la medida A, a otros la medida B, y a los otros se les
dejard con el esquema actual. En este caso se dice que existe un tnico factor
con tres niveles o tratamientos (la aplicacién de la nueva medida A, la B, o el

'En este documento las cantidades numéricas estdn expresadas en “estilo europeo”, por
lo cual el separador de miles es un punto (.), mientras que el separador decimal es una coma

()

? Adaptado de [Mathematics in Education and Industry, ]
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esquema actual).

Consideremos las siguientes definiciones 3:

Definicién 1 (Experimento) Prueba o examen practico que se realiza para
probar la eficacia de una cosa o examinar sus propiedades.

Definicién 2 (Unidad experimental) Es un individuo o cosa al cual se
aplica el experimento. Se requiere de varias unidades experimentales para con-
ducir un buen experimento. Tratdndose de personas, a las unidades experimen-
tales se les llama también sujetos.

Definicién 3 (Factor) Un factor de un experimento es una variable indepen-
diente controlada, cuyos distintos valores o niveles los determina el experimen-
tador.

Definicién 4 (Tratamiento) FEs cualquier cosa que el experimentador ad-
ministra o aplica a las unidades experimentales. Los tratamientos se dan a
las unidades experimentales en diferentes niveles, donde un nivel implica una
cantidad o magnitud.

Un tratamiento es la combinacion de una o mds variables independientes o
factores.

En nuestro ejemplo hay un tratamiento con tres niveles: dar bonificacién
en efectivo, dar certificados de regalo, o bien, continuar como hasta ahora (no
dar certificados de regalo). Las variables independientes producen un resultado
o respuesta, que es la variable que se mide para establecer el efecto de los
tratamientos.

Disenar experimentos adecuados implica estar al tanto de todos los posibles
factores que pueden influir en el resultado de modo que se pueda introducir al
experimento los que son de interés al tiempo que se controla los que no lo son
para que no afecten el resultado del experimento.

Al disenar experimentos en donde intervienen personas, debe considerarse la
complejidad del comportamiento humano ademads de tener en cuenta cuestiones
éticas. Al conducir experimentos también debe tenerse cuidado con la falta de
realismo, es decir, con la sobresimplificacién de los posibles factores que pueden
causar la respuesta.

Los principios bésicos en el diseno de experimentos son el control, la aleator-
izacion y la replicacién.

1.2.1. Control

Los experimentos permiten estudiar los efectos de los tratamientos de in-
terés al tiempo que se controla el medio ambiente de las unidades experimen-
tales de modo que se puede mantener constantes los efectos causados por otros
factores que no son de interés.

3Definiciones tomadas de [Centre for Applied Statistics, | y [El Mundo, ]
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La forma maés simple de control consiste en comparar los tratamientos, lo
cual incluye comparar tratados contra no tratados.
Las dos formas bésicas de realizar la comparacién son:

= Aplicacién de distintos tratamientos a distintos grupos de unidades ex-
perimentales o comparacién entre sujetos. Esto implica realizar la com-
paracién de tres o mds muestras independientes. Debe tratarse de que
los distintos grupos sean tan parecidos entre sf como sea posible en todos
sentidos, excepto por el tratamiento que reciben. Debe existir un grupo
que no reciba tratamiento al cual se le conoce como grupo de control.

= Aplicacién de los distintos tratamientos a las mismas unidades experi-
mentales o comparacion dentro de los sujetos. A cada unidad experimen-
tal se le hace la aplicacién de todos los tratamientos. Esto implica realizar
la comparacién de muestras pareadas.

1.2.2. Aleatorizacidon

Los resultados de comparar los efectos de distintos tratamientos son con-
fiables solamente si todos los tratamientos se aplicaron a grupos similares de
unidades experimentales.

La manera mds simple de lograr esto es hacer intervenir la aleatoriedad en
la asignacion de las uidades experimentales a los distintos tratamientos. A esto
se le llama aleatorizacion.

1.2.3. Replicacién

Un experimento que funciona en un individuo o un objeto no es prueba
suficiente de que funcione otra vez. Se requiere de repetir o replicar el exper-
imento varias veces. Es necesario utilizar una cantidad suficiente de unidades
experimentales a fin de que sea posible sacar conclusiones, desde el punto de
vista estadistico, con respecto a los resultados observados.

1.2.4. Variables ocultas y de confusion

En una situacién ideal, los resultados de un experimento dependen tnica-
mente de las variables que se se estd probando. En la préctica, sin embargo
hay dos tipos de variables que afectan los resultados:

CONCEPTOS BASICOS 7



Definicién 5 (Variable oculta) Es aquella que tiene un efecto importante
en los resultados, pero de la cual no se tiene conocimiento o bien se le conoce
pero se le ha considerado irrelevante para el experimento, por lo cual no se le
wncluyo entre las variables a observar.

Ejemplo 6 Supongamos que la administradora del Hospital A, Helen Alston
comienza su programa de bonificaciones, pero al mismo tiempo comienza un
sistema de rotacion de turnos que permite al personal tener tiempo libre cuando
mds lo requiere y conocer su rol de horarios mensual por anticipado.

El sistema de rotacion es una variable oculta porque puede afectar los re-
sultados observados. Si el personal comienza a asistir con mayor reqularidad a
sus labores serd dificil determinar qué tanto esto fue por el sistema de bonifi-
cactones y qué tanto por el sistema de rotacion de turnos.

Definicién 7 (Variable de confusién) Es una variable cuya inclusion en el
experimento distorsiona la medida de asociacion entre otras dos variables. La
presencia de una variable de confusion puede causar:

s Confusion positiva. Situacion en que se observa un efecto en donde
realmente no lo existe, o bien se eragera una asociacion real entre vari-
ables.

» Confusion negativa. Ocurre cuando se atenia una asociacion real, o
incluso se invierte el sentido de una asociacion real entre variables.

Definicién 8 (Diseno completamente aleatorizado) Es un experimento
en el cual se asigna los tratamientos a las unidades experimentales de man-
era aleatoria.

Ejemplo 9 Supongamos que la administradora del hospital tiene la nomina a
la mano y de alli aleatoriamente selecciona un grupo de personas para aplicar
el programa de bonificaciones A, un grupo para las bonificaciones B y un grupo
que no recibird gratificaciones.

1.3. Andlisis de varianza unifactorial para un dis-
efo completamente aleatorizado

Definicién 10 (Andlisis de varianza) El andlisis de varianza (llamado ANO-
VA, por ANalysis Of Variance; o ANVA, por ANidlisis de VArianza, como la
castellanizacion del anterior) es un método estadistico para analizar los efectos
de una o mas variables independientes (que pueden medirse en escalas nominal
ordinal o dicotdmica) sobre una variable dependiente que se distribuye Normal
(y por tanto es continua), asi como los efectos entre las variables independi-
entes.
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A continuacién estableceremos los elementos béasicos del ANVA.

En una situacién general, se tiene k poblaciones. Las poblaciones estdn
definidas por grupos existentes en las unidades experimentales, o bien por el
tratamiento que se les asigna en el experimento. De cada poblacién se toma
una muestra aleatoria de tamano n. Se asume que las k poblaciones son inde-
pendientes y tienen distribucién Gaussiana o Normal con medias pi1, iy, ..., ft;, ¥
una varianza comiin o2. La aleatorizacién permite suponer que estos requisitos
se cumplen.

Nos interesa contrastar las hipétesis:

Ho : pip = pg = ... = i
H, : Al menos dos de las medias no son iguales

Notacién 11 Utilizaremos las siguientes literales:

n y,;; es la j—ésima observacion del i—ésimo tratamiento (por ejemplo, Yo
es la primera observacion del tratamiento nimero dos, yss es la sequnda
observacion del tercer tratamiento, etc.)

» 7, es la media de las observaciones de la muestra en el i—ésimo tratamien-
to.

w T} es el valor total de las observaciones en la muestra correspondientes
al i—ésimo tratamiento.

T. es el valor total de todas las observaciones.

= Yy es la media de todas las observaciones.

Entonces podemos hacer un resumen de las observaciones como se indica
en la tabla a continuacién:

Tratamiento
Obs. 1 2 e i -+ k| Total
1 Y1 Y2 s Yo - Ykl
Y12 Y22 s Yiz - Yk2
n Yin  Yon T Yin - Ykn
Media | ;. ¥a. T Yio 0 Up Y.
Total | T7. Ts. . T, - T T.

Cada observacién puede escribirse de la forma
Yij = H; T+ Eij

donde ¢;; es la desviacién de la observacién j—ésima de la i—ésima muestra de
la correspondiente media del tratamiento.

El contraste de hipdtesis se basa en una comparaciéon de dos estimaciones
independientes de la varianza poblacional comin, 2. Tales estimaciones se
obtienen de separar la variabilidad total de los datos en dos componentes.

ANALISIS DE VARIANZA UNIFACTORIAL PARA UN DISENO COMPLETAMENTE
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1.3.1. Identidad de suma de cuadrados

La variabilidad total en las observaciones se puede separar en dos partes,
una que representa la variabilidad debida a los tratamientos y otra que repre-
senta la variabilidad que no es debida a los tratamientos (Véase [Walpole and Myers, 1992]).

= A la variabilidad total se le llama Suma de Cuadrados Total, se le de-
nota por SCT vy, cuando todas las muestras son de tamano n, se calcula
mediante la expresién

SCT=3 % (v —7.)

i=1 j=1

» La variabilidad debida a los tratamientos se conoce como Suma de Cuadra-
dos de los Tratamientos, se denota por SC' A y, cuando todas las muestras
son de tamano n, estd dada por

k
SCA=n> (7 —7.)
i=1

= A la diferencia entre SCT y SCA se le considera como la parte de la
variacién presente en los datos que no se explica por la aplicacién de los
tratamientos. Se le llama Suma de Cuadrados del Error, se representa
por SC'E y se calcula como

también suponiendo que todas las muestras son del mismo tamano, n.
» La identidad de la suma de cuadrados establece que

SCT =SCA+ SCE.

1.3.2.  Férmulas simplificadas para el célculo de las sumas de cuadrados

El anélisis estadistico de datos ha tenido un gran desarrollo a partir de la
segunda mitad del siglo XX con el uso de sistemas de cémputo y programas
cada vez méas potentes; sin embargo antes de dichos avances la mayoria de
los célculos se realizaba a mano. Por ello es comtin que los textos de referencia
ofrezcan expresiones alternativas que facilitan la obtencién de dichos resultados
cuando no se dispone de equipo de computo. Las presentamos a continuacion.
En todas las expresiones que siguen, consideramos que N = nj + ng + ... + ng:

10 ANALISIS DE EXPERIMENTOS



1. Célculo simplificado o alternativo de la Suma de Cuadrados Total:
a) Cuando las muestras son de tamanos ny, ns, ..., N, respectivamente,
k n ) T2
W
i=1 j=1

b) Si todas las muestras son de tamafno n, la expresién anterior se

simplifica a
k n 2
SCT=323 " i
Y nk

i=1 j=1

2. (Cdlculo simplificado o alternativo de la Suma de Cuadrados de los Tratamien-
tos:

a) Si las muestras son de tamafios nq, na, ..., Ny, respectivamente,

k

2 T?
SCA = - - =
1=1
b) Cuando todas las muestras son de tamafio n, también se puede uti-
lizar .
1 T2
SCA=—-) T? - =
n 121 Y onk

3. Cuando hemos calculado SCT y SCA, el cdlculo alternativo de la Suma
de Cuadrados del Error es muy simple:

SCE =S5SCT — SCA.

Notemos que, desde luego, este cédlculo es el mismo ya sea que todas las
muestras sean del mismo tamano o no.

1.3.3. Cuadrados medios

Se le llama Cuadrado Medio a cada una de las dos estimaciones de 2 que
se calcula a partir de los datos:

s Cuadrado medio del tratamiento
., SCA
Vg -1

A s? también se le denota por CM A. Cuando Hy es verdadera, s? es un

estimado insesgado de o%. Cuando Hj es falsa, s? sobreestima el valor de

o

S

ANALISIS DE VARIANZA UNIFACTORIAL PARA UN DISENO COMPLETAMENTE
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» Cuadrado medio del error

e Cuando las muestras son de tamanos ni,ng,...,ng vy N =ny +nq +

_{_nk’
, SCE

S = —_—
N —k
e Cuando cada una de las muestras es de tamano n, también podemos
calcularlo como

5 SCE
§°=——.
k(n—1)

A s% se le representa también como CM E. El estadistico s* siempre

es un estimador insesgado de o2, aunque Hj no sea verdadera.

1.3.4. Estadistico de prueba del andlisis de varianza

Cuando Hj es verdadera, el estadistico

2

S

1

FCalc = 3
S

sigue la distribucién F' de Fisher-Snedecor con

» k—1 gl en el numerador y N —k g.l. en el denominador, si las muestras
son de tamafio ny, ng,...,ng y N = ny+no+---+ng (0 bien, k—1 grados
de libertad (g.l.) en el numerador y k(n — 1) g.l. en el denominador, si
cada muestra es de tamafio n).

» Recordemos que cuando Hj es falsa, s? sobreestima a o, mientras que
s? sigue siendo un estimador insesgado de 0. Esto implica que si Hy es
falsa el cociente Z—i aumenta de valor. Por tanto, mientras mayor sea el
valor de F¢ 4., mds dudaremos de la veracidad de Hy, y en consecuencia:

1. Considerando el enfoque de contraste de hipdtesis de Neyman-Pearson,
rechazaremos Hj al nivel de significancia « si

FCalc > Fk’—l,k(n—l),a

donde Fj_1 gx(n—1),a €s el cuantil que deja una probabilidad igual a « en
la cola derecha de la distribucién F con k — 1y k(n—1) g.l. (valor de
tablas)

Observacién 12 (;Cémo elegir el valor de a?) Recordemos que el val-
or de a representa la probabilidad de cometer un Error Tipo I (rechazar
una hipdtesis nula verdadera) y este es un riesgo que queremos manten-
er tan pequeno como sea posible. Por tanto, o = 0,05 y a = 0,01 son

12 ANALISIS DE EXPERIMENTOS



valores de uso convencional. En caso de que la aplicacion no especifique
el valor de «, se puede elegir cualquiera de los dos anteriores, haciendo

la aclaracion al momento de calcular la region de rechazo y el valor de
tablas de F.

2. Con el enfoque de contraste de hipétesis de Fisher, podemos calcular el
Valor — p asociado al valor del estadistico:

Valor —p=P (Fk—l,k(n—l) > FCalc)

y entonces decir que existe evidencia estadistica significativa contra H
si Valor — p < 0,5, o bien, que existe evidencia estadistica altamente
significativa contra Hy si Valor —p < 0,1.

1.3.5. Tabla resumen del andlisis de varianza para un solo criterio de clasificacién

De acuerdo con lo expuesto anteriormente, podemos resumir el proced-
imiento de andlisis de varianza cuando se tiene un solo criterio de clasificacién
(factor) y todas las muestras son del mismo tamano en una tabla como la
siguiente:

Cuando se realiza analisis de varianza de un solo factor con tamanos de
muestra 1, ng,...,N y N =ny + ny + - - - + ny, tenemos:

Fuente Suma de g.l. | Cuadrado
de variacién | cuadrados medio Estadistico
Tratamientos SCA k—1| s2= % Foue = z—z
Error SCFE N—-Fk|s®= %
Total SCT N -1

Si cada muestra tiene n observaciones, entonces también podemos utilizar
la siguiente version de la tabla de ANVA.

Fuente Suma de g.l. Cuadrado
de variacién | cuadrados medio Estadistico
Tratamientos SCA k—1 s2 = % Foue = Z—z
Error SCE k(n—1)|s*= k*(gfle)
Total SCT nk —1

Ejemplo 13 Con el fin de investigar el efecto de la altura de los estantes en
un supermercado sobre las ventas de los alimentos para perro Arf, se llevé a
cabo un experimento consistente en utilizar tres niveles para el estante: a la
rodilla, a la cintura y a los ojos. Durante un periodo de 8 dias, la altura del
estante se cambid aleatoriamente en tres ocasiones cada dia. A las secciones
restantes de la gondoloa que contenia la marca de interés se les lleno con latas
de otras marcas de alimento para perro que eran familiares y no familiares para
los compradores de la region *.

4Tomado de [Mendenhall and Scheaffer, 1990]

ANALISIS DE VARIANZA UNIFACTORIAL PARA UN DISENO COMPLETAMENTE
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La tabla siguiente muestra las ventas, en cientos de ddlares, para cada nivel
del estante en cada uno de los ocho dias. ;Fxiste evidencia estadistica contra la
suposicion de que los valores promedio de venta son iguales para los distintos
niveles en los que se coloco el estante?

Altura  del estante
Observacion  Rodilla  Cintura  Ojos
1 77 88 85
2 82 94 85
3 86 93 87
4 78 90 81
5 81 91 80
6 86 94 79
7 77 90 87
8 81 87 93
Solucién 14 Podemos ver que la tabla de andlisis de varianza resultante es’:
Fuente Suma de | g.l. | Cuadrado
de variacion | cuadrados medio Estadistico
Tratamientos | 399,25 | 2 | 199,625 | Foae = 375" = 14,5182
Error 288,75 21 13,75
Total 688 23

A partir de la tabla anterior, podemos ver que Valor — p = 0,000110, por
tanto existe evidencia estadistica en contra de la igualdad de los promedios de
venta para los tres niveles en que se coloco el estante.

Ejercicio 15 Se dividié un grupo de doce parcelas en tres grupos. A los dos
primeros grupos se les aplicé los fertilizantes A y B, en tanto que el tercero es
un grupo de control al que no se le aplica ningiun fertilizante. Las producciones

fueron como se presenta a continuacion [Wonnacott, 1998]:
A B C

57 60
0 78 64 .
66 72 65
69 68 55

Ejercicio 16 Supdngase que una muestra aleatoria de 5 ventas de casas uni-
familiares, llevada a cabo en wvarias ciudades en 1985, produjo los siguientes
precios (en miles de ddlares) [Wonnacott, 1998]:

Ciudad 1 2 3 4 5

Boston 110 160 93 206 171

Indiandpolis 72 38 45 108 42

Rochester 88 66 112 47 52

San Diego 57 81 181 165 106

SPara realizar los calculos se utiliz6 la aplicacién que se encuentra en
http://faculty.vassar.edu/lowry/anovalu.html

14 ANALISIS DE EXPERIMENTOS



1.3.6. Inferencias acerca de pares de valores medios de tratamiento

El contraste de hipétesis basado en el andlisis de varianza de una via nos
indica, en el caso de que se rechace la hipétesis nula, que al menos dos de los
tratamientos proporcionan valores distintos para el promedio de la variable de
interés; pero no nos dice cudles son las medias que producen la diferencia. Una
forma de establecer cudles medias son distintas entre si consiste en calcular un
intervalo de confianza para la diferencia de medias.

Si comparamos la media del tratamiento ¢ con la del tratamiento j, la ex-
presién del intervalo de confianza de 100 (1 — «) % para la verdadera diferencia
entre las medias poblacionales de los tratamientos, p; — p;, es

1 1
(Ti — fj) + tNk’a/g\/CME (— -+ —)

n; n;

donde
T, = la media del tratamiento ¢
7; = la muestra del trataminto j
k = Numero de tratamientos
N =n; +ns + -+ n, = Numero total de observaciones
n; = Nimero de unidades experimentales al que se le aplicé el tratamiento

n; = Nimero de unidades experimentales al que se le aplicé el tratamiento

tN—kas2 = Valor del cuantil que deja una probabilidad de a/2 en la cola
derecha de la distribucién ¢ de Student con N — k grados de libertad
CME = % = Cuadrado medio del error.

Si el intervalo de confianza calculado incluye al cero, entonces decimos que
no hay evidencia de diferencia entre las medias de los grupos considerados. Si el
intervalo de confianza no incluye al cero, entonces decimos que existe evidencia,
al nivel a, de que las medias de los tratamientos considerados son distintas.

Ejemplo 17 Los siguientes datos representan el costo de colegiaturas (en miles
de ddlares) de una muestra de universidades privadas en diversas regiones de
Estados Unidos de América.

1. Al nivel de significancia de 0.05, spuede concluirse que existe alguna
diferencia en el costo promedio de las colegiaturas?

2. Obtenga un intervalo de 95 por ciento de confianza para la diferencia en-
tre las medias de las regiones noreste y oeste. ;Son diferentes las medias?

ANALISIS DE VARIANZA UNIFACTORIAL PARA UN DISENO COMPLETAMENTE
ALEATORIZADO 15



Noreste | Sureste | Qeste
10 8 7
11 9 8
12 10 6
10 8 7
12 3

Solucion 18 Las hipdtesis son:

Ho © py = pg = pg
H, : Al menos dos medias son distintas entre si

La region de rechazo la forman los valores del estadistico de prueba que son
mayores que F_1 N0 = Fa11005 = 3,98 (de tablas). Por tanto, rechazaremos
Hy si el valor del estadistico de prueba, Foqe = %, es mayor que el valor de
tablas, 3,98.

La tabla de andlisis de varianza es la siguiente:

ANALISIS DE VARIANZA
Fromedio de
Origen de las Suma de Grados de los Valor critico

variaciones cuadrados libertad cuadrados Frobabilidad para F
Entre grupos 4416 2 22082 25.435 7.48E-05 3.982
Dentro de los
grupos 9.55 11 0.868
Total 33.71 13

Luego, como Fge = 25,435 > 3,982 = F3 110,05, Techazamos Hy. Por tanto
existe evidencia estadistica, al nivel o = 0,05, de que los costos promedios de
las colegiaturas son distintos en las diferentes regiones examinadas.

Ahora examinaremos si existe diferencia entre los promedios de las regiones
noroeste y oeste mediante un intervalo de confianza. Para ello recordamos que
la expresion es

1 1
(T, —T;) £ tN_m/Q\/CME (— + —)

T, n;

de donde tenemos que los limites del intervalo de confianza son:

1 1
Limite Inferior de Confianza = LIC = (T; —T;) — tN_kva/g\/CME <— + —>

n; n;
1 1
= (11-638)— 1,796\/0,868 (g + 5)
= 3,1417.
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1 1
Limite Superior de Confianza = LSC = (T; — T;) + tN_ka/2 \/C’ME (— + —)

n; n;
1 1
= (11-6,8) + 1,796\/0,868 (g + g)

= 5,2583.

Luego el intervalo de 95 % de confianza para la verdadera diferencia entre
los costos promedio en las regiones noroeste y oeste es (3,1417,5,2583) , y como
dicho intervalo no contiene al cero, existe evidencia estadistica, al nivel de
significacion de 0.05, de que los costos promedio en las regiones moroeste y
oeste son distintos.

Ejemplo 19 Una egresada de contaduria tiene ofertas de trabajo de cuatro
empresas. Para examinar un poco mds las propuests, solicité a una muestra
de personas de nuevo ingreso decirle cudntos meses trabajo cada una para su
compania, antes de recibir un amumento de sueldo. La informacion muestral
es:

CPA, Inc. AB Intl. Acct Ltd Pfisters
12 14 18 12
10 12 12 14
14 10 16 16
12 10

La tabla de andlisis de varianza de una via resultante es

ANALISIS DE VARIANZA
Promedio de
Origen de las Suma de Grados de los Valor erftico

variaciones cuadrados libertad cuadrados Frobabilidad para F
Entre grupos 32.33 3 10.778 2.360 1.33E-01 6.552
Dentro de los
grupos 4567 10 4 567
Total 73.00 13

de donde se concluye que existe diferencia entre los tiempos promedios de pro-
mocion laboral. ;Se puede decir que existe diferencia entre los tiempos promedio
de CPA Inc. y Actt Ltd.? Base su respuesta en el cdlculo de un IC de 99 %
para la diferencia de medias.

1.4. Andlisis de varianza para un disefio aleator-
izado por bloques

Aqui faltan las notas sobre este tema.
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1.5. Andlisis de varianza para un disefio con dos
factores

Aqui falta parte de las notas de este tema.

Ejemplo 20 Ganancias de joyerias. Resultados de SPSS para las variaciones
porcentuales en las ganancias debidas a la localidad y el incremento aplicado
al precio

Suma de Cuadrado

cuadrados medio
(tipo )

Modelo corregido 1200.667(a) 5 240133

Intercepcion 56.333 1 5G6.333 1.602 253
Localidad 280333 1 280333 Ta72 030
Aumento 835167 2 417 583 11.874 A0oa
Localidad * 285 167 2 42583 1.211 362
Aumento

Error 211.000 i 35167

Total 1468000 12

Total corregido 1411.667 1

Las diferencias entre los distintos aumentos son aditivas. El aumento A1 pro-
duce mayores ganancias. El aumento A1 produce mayors ganancias en ambos
tipos de ciudades. Le siguen el aumento A2 y AS3. En ciudades pequenas, el
aumento A8 produce mayor disminucion en el valor medio.
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2. REGRESION LINEAL SIMPLE

2.1. Introduccidon

En esta unidad estaremos interesados en establecer, estadisticamente, si
existe una relaciéon entre dos variables y, en caso afirmativo, en calcular una
ecuacién que plasme dicha relacion. Por ejemplo, podemos hacernos preguntas
como las siguientes [Douglas A. Lind, 2004]:

1. jExiste una relacion entre lo que gasta una empresa y sus ventas durante
un ano?

2. Con base en el drea que tiene una casa habitacién, jse puede calcular el
costo de la calefaccion doméstica?

3. ;Hay una relacién entre la antigiiedad en el trabajo de un empleado de
produccién y el nimero de unidades que elabora?

Nuestro interés en establecer si existen dichas relaciones se debe a una de
las siguientes razones:

= Existe una variable, a la que etiquetaremos como Y, cuyos valores reque-
rimos conocer, pero que resulta dificil medir directamente, por lo cual
intentaremos hacerlo de manera indirecta a través de una variable fa-
cil de medir, a la que llamaremos X, mediante la relaciéon entre ambas
variables.

= Existe una variable, Y, cuyos valores pueden explicarse, al menos de man-
era parcial, por los valores de otra variable, X, a través de una relacién
entre ambas variables.

A los métodos estadisticos que nos permiten predecir valores para una vari-
able, Y, con base en valores de otra, X, se les llama métodos de regresion.

A la variable cuyos valores son de nuestro interés, Y, le llamamos variable
dependiente o de respuesta. A la variable X cuyos valores nos ayudan
a calcular los valores de la primera, le llamamos variable independiente
o variable explicativa. En un esquema general, los valores de X no son
aleatorios, sino que los fija el experimentador, mientras que los valores de Y
son aleatorios y su promedio depende del valor de X.

Hemos dicho que nos interesa establecer una relacién entre X y Y. De el
dlgebra y la geometria analitica sabemos que entre dos variables puede estable-
cerse distintas relaciones, por ejemplo:
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Ejemplos de relaciones entre dos variables

La figura anterior ilustra cuatro tipos de relacién entre las variables X y Y,
las cuales poseen caracteristicas diferentes. Todos estos tipos de relacion son
comtnmente utilizados por los métodos de regresién; sin embargo sabemos que
la relacién ma&s simple entre dos variables estd dada por una linea recta, del
tipo de la primera mostrada en la gréfica anterior.

Si la relacién entre X y Y fuera perfectamente lineal, entonces podriamos
expresarla como sigue:

Y =a+ pX.

Sin embargo, veremos que, en general, las relaciones lineales que establezcamos
no seran exactas o deterministicas, sino que existird un componente de aleato-
riedad, razén por la cual, necesitamos de la estadistica y la probabilidad para
establecer la relacién entres las variables dependiente e independiente.

Para entrar en materia, considérese el siguiente

Ejemplo 21 Suponga que se desea conocer la relacion que existe entre la canti-
dad de fertilizante utilizada en una parcela y la produccion de trigo obtenida de
dicha superficie. Supongase que se dispone de fondos para efectuar inicamente
siete observaciones. Ast, el valor de X (cantidad de fertilizante) se establece en
siete diferentes niveles, con una observacion de 'Y (produccion) en cada caso,
como se presenta en la tabla a continuacion':

'1 bushel = 8 galones = 35.24 litros
1 acre = 43,560 pie? = 4046.86 metros?
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Podemos representar grificamente los datos de ambas variables en un grdfico
llamado de dispersion, como el que se muestra a continuacion:

Grafico de Dispersidn de Produccion vs Ferfilizante
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Ejemplo de un grifico de dispersion

Observamos que los datos muestran que existe cierta relacion lineal entre
las variables X y'Y (a saber, notamos que mientras mds fertilizante se utilice,
la produccion serd mayor) pero que sin embargo, esta no es perfecta. En partic-
urlar, podemos observar en la grifica que no todos los puntos caen exactamente
sobre la misma recta. ;A qué se debe esto?

En un modelo de regresion lineal simple, asumimos que la relacion entre las
variables es esencialmente lineal, sin embargo, el valor final de Y puede estar
afectado (y generalmente lo estd) por muchas otras variables que no estamos
tomando en cuenta. Por ejemplo, puede ser que la cantidad producida en una
cierta parcela dependa, ademds de la cantidad de fertilizante, de factores como:

s Quién realizo la siembra

= Si hay mds de una mdquina para sembrar o cosechar, cudl de ellas se
utilizo

INTRODUCCION 21



Quién realizo la cosecha

Qué dia se llevoé a cabo la siembra

Qué dia se realizé la cosecha

Cudl es la inclinacion del terreno

FEicétera

Como nuestro modelo no incorpora ninguno de esos factores, lo que a fin
de cuentas observamos es que en promedio Y estd dada por o+ X, pero tiene
un cierto componente aleatorio que hace que en ocasiones se observe valores
que estarian por abajo, y otras veces, valores que estarian por arriba de dicha
recta. Estas variaciones las incorporamos a nuestro modelo en forma de una
variable aleatoria que denominamos “error” y representamos por la letra griega
épsilon: €. Entonces nuestro modelo completo es:

Y=a+pX +e. (2.1)

Dado que tendremos a nuestra disposicion solamente una muestra de obser-
vaciones, no podemos saber el valor exacto de a y 3, pero si valores estimados
de ellos a los cuales llamaremos & y (8, donde el circunflejo (~), como de cos-
tumbre, indica que se trata de una estimacion. Por tanto, la recta que estime
la relacion entre X y Y dada en [2.1] tendrd la forma

J=a-+pz. (2.2)

Después veremos que nuestra suposicion de que € es un error aleatorio tiene
otras implicaciones, por ahora requerimos encontrar una manera de calcular
los valores de & y 3. Notemos que, en la grifica de dispersion de los datos de
nuestro ejemplo, podriamos dibujar mds de una linea que pasara por algunos
puntos o que de algin modo estuviera “cerca de ellos”:

Grafico de Dispersion de Produccion vs Fertilizante
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¢ Cudl es la mejor recta?

Ahora nuestro problema consiste en definir la manera de elegir una recta.
FEso lo veremos en el desarrollo que se presenta a continuacion.

2.2. Estimadores de minimos cuadrados

Para establecer cuédl serfa una recta adecuada, consideramos el criterio de
minimos cuadrados: Los coeficientes de “la mejor recta” son aquellos que
minimizan la suma de los cuadrados de los errores, es decir, la suma de las
distancias entre cada punto observado y la recta, e; = y; —¥, cada una elevada al
cuadrado. Por ello, a los estimadores de los coeficientes de la recta de regresién
lineal se les llama “estimadores de minimos cuadrados”.

Para aproximar los coeficientes de la recta Y = a + X + ¢, el criterio que
se usa es el de encontrar los estimadores de a y 5 que produzcan el menor valor
de la suma de cuadrados del error, la cual definimos como:

n

SCE=Y¢l=3 (i~ )" (2.3)
1 i=1

1=

Aplicando célculo vectorial®, se puede ver que los coeficientes de la recta que
minimizan la suma de cuadrados de los errores, son

f=—=— L5 (2.4)
i—1 i=1
y ~
a=17y— fux. (2.5)

2.3.  Supuestos bdasicos del modelo de regresién
lineal simple

Un modelo es una representacién simplificada de la realidad. Dicha simpli-
ficacién implica establecer ciertos supuestos con respecto al comportamiento

2El desarrollo que se requiere para deducir los estimadores no es del interés de este curso,
en cambio si lo son las expresiones finales que aqui presentamos
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general del fenémeno, los cuales nos permiten obviar muchos detalles de la real-
idad. Cuando se busca explicar cualquier fenémeno de la naturaleza mediante
un modelo, el qué tan bien esta representacién permita describir el fenémeno
depende de que los supuestos bésicos en los que se apoya el modelo se cumplan.

En el caso particular de la regresién lineal simple, las suposiciones que
hacemos las podemos resumir de la siguiente forma:

1. Se puede representar la respuesta Y mediante un modelo lineal que de-
pende de X:
Y=a+pX +ec

Es decir que suponemos que efectivamente existe una relacién lineal entre
X y Y, y ademds existe un componente de aleatoriedad, ¢, lo cual hara
que observemos valores de Y a veces por arriba y otras por debajo del
promedio a 4+ SX.

2. X se mide sin error, es decir, no es aleatoria.

3. ¢ es un error aleatorio tal que, para un valor dado de X,

E(e) =0, o =0’

£

con lo que decimos que, dado un valor de X, los errores son cero en
promedio y tienen siempre la misma varianza, desconocida pero fija, o2.

Ademais, los € son independientes entre si.
4. Los errores ¢ se distribuyen segiin una distribucién normal, es decir,

e~ N (0,0%).

2.4. Inferencias sobre los estimadores en un mod-
elo de regresién lineal simple

2.4.1. Estimador de o2

Definamos las siguientes sumas:

n ) 1 n 2

Spx = Z%—E<Z%>
1

1/ \°

Syy = ny_ﬁ<zyz>
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Notemos que, con estas sumas, podemos definir las estimaciones de minimos
cuadrados de o y 8 como:

™)
I

)
I
<
|
=
gl

Ademis, puede verse que es posible escribir la suma de cuadrados del error,
SCFE, como

-~

SCE = S, — B.

A partir de esto, puede demostrarse que un estimador insesgado de o2, la
varianza que comparten todos los errores ¢, es

SSE
2
_ 2.
s — (2.6)
Sy, — B
2 _ vy
S = —n_2 .

2.4.2. Intervalo de confianza para

Recordemos que los valores que obtenemos para los coeficientes de la rec-
ta de regresiéon son estimaciones puntuales de los pardmetros basadas en la
muestra observada, por tanto, resulta conveniente hacer otras inferencias con
respecto a los pardmetros, en particular, calcular estimaciones por intervalo o
hacer contrastes de hipétesis.

Un intervalo de confianza de 100 (1 — «) % para (3 estd dado por:

S

LIC = B-— tn,Q,a/QE (2.7)
LSC = B+ t”’m\/%m
Es decir que el intervalo
(B — ty a2, B+ tasa /2L) . (2.8)
VSew VS

contendrd al verdadero valor de la pendiente de la recta de regresién, 3, con
una confianza de 100 (1 — «) %.
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2.4.3. Intervalo de confianza para «

Un intervalo de confianza de 100 (1 — o) % para « se puede calcular medi-
ante las siguentes expresiones:

LIC = a-— B (2.9)

n
2
3
i=1

LSC = a+t,_ 2,
e s
o3k o3k
i=1 i=1
—— — | . 2.10
V1Sp V1Sr (210

contendré al verdadero valor de la ordenada al origen de la recta de regresién
con una confianza de 100 (1 — «) %.

Por tanto, el intervalo

~

a—tp94/2 JO A+ ty_9a/2

2.4.4. Contraste de hipétesis sobre 3

El contraste de hipétesis de mayor interés sobre 3 es el que nos permita decir
si el valor de 3 es distinto de cero. ;Por qué nos interesa particularmente hacer
esta comparacién? Recordemos que /3 representa la pendiente de la recta (es
el coeficiente de la X). Si resulta que el verdadero valor de /3 es igual a cero,
entonces eso indica que el valor de la variable (supuestamente) dependiente
Y=a+X +cesenrealidad Y =a+0- X +e =a+¢, es decir que Y es
simplemente un valor aleatorio alrededor de la constante o y no tiene relacién
con X, y en tal caso, X no servirfa para predeicir los valores de Y, lo cual era
lo que buscdabamos desde un inicio. En resumen, este contraste de hipdtesis es
importante, porque nos dice si en realidad tiene sentido el modelo de regresién
que propusimos.

El contraste de hipdtesis sobre (3, en particular para detierminar si su valor
es distinto de cero, es:

1. Hy:6=0
H,:3+#0

2. El estadistico de la prueba es

Tac:—
Cal S/ /_Sxm
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el cual, cuando Hj es verdadera, sigue la distribucién 7' de Student con
n — 2 grados de libertad.

3. Laregion de rechazo la constituyen los valores del estadistico de la prueba
tales que |Tcaic| > tn—2,a/2, PO tanto

4. Rechazamos Hy si Toae > th-2.a/2, 0 81 Toae < —tp—2,/2-

2.4.5. Contraste de hipétesis sobre «

Si los datos indican que en realidad o = 0, entonces tendriamos que la
recta de regresion pasa por el origen. Esto no es igual de grave que el caso
para (3, porque simplemente significa que cuando X = 0, Y también es cero.
Por ejemplo, si X fuera el nimero de dias que un articulo estd en exhibicién
y Y indicara las ventas obtenidas durante ese periodo, pues resulta claro que
si X = 0 (el producto se exhibié ningiin dia) esperarfamos que también Y = 0
(no hubo ventas). En general, los contrastes de hipétesis sobre el valor de a son
menos utilizados que aquellos para 3, pero los incluimos aqui para presentar
una visién méas completa de las inferencias con respecto a los pardametros de la
recta de regresion lineal simple.

Un contraste de hipdétesis sobre a, la ordenada al origen de la recta de
regresion, tiene los siguientes componentes:

1. Hpy:a=aqg
H, : a+# ag
donde ag es un valor particular contra el cual nos interesa comparar a.

2. El estadistico de la prueba es

a—ao

=~ .
s / 2
1=

el cual, cuando Hj es verdadera, sigue la distribucién 7' de Student con
n — 2 grados de libertad.

TCalc =

3. Laregion de rechazo la constituyen los valores del estadistico de la prueba
tales que |[Teaic| > tn-2,a/2, por tanto

4. Rechazamos Hy si Toae > th—2,a/2, 0 81 Toae < —tp—2,a/2-

Si la hipétesis alternativa que interesa es que o es menor (o0 mayor) que ao,
entonces se debe modificar de manera correspondiente la regién de rechazo. Se
deja dicha modificacién como ejercicio al lector.
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