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1. ANALISIS DE EXPERIMENTOS

1.1. Motivacion

..Se puede ahorrar dando a los empleados gratificaciones en efectivo o cer-
tificados de regalo de la principal zona comercial? ! 2

Suponga que la administradora del Hospital A, Helen Alston, desea exami-
nar una iniciativa que busca disminuir de manera importante el nimero de dias
de ausentismo laboral, dirigida a los empleados de limpieza, abastecimiento y
cuidados. A estos trabajadores que tienen registros de asistencia ininterrumpi-
da por seis meses se les harfa una gratificacién en efectivo en su sueldo, o bien
se les darfa certificados de regalo de la principal zona comercial de la ciudad
para que los utilicen en donde deseen como recompensa por simplemente asistir
a su trabajo.

Helen considera que el interés de los empleados por la gratificacién podria
reducir los costos incurridos por contratar mas personal, ademaés de evitar las
molestias de tener que hacerlo de iltima hora.

., Cémo podria Helen obtener evidencia de su suposiciéon? El diseno de ex-
perimentos nos permite proporcionar una solucién estadistica a este problema.

1.2. Conceptos bdsicos

El diseno de experimentos se refiere a un conjunto de métodos estadisticos
que permite obtener observaciones mediante las cuales contrastar una hipétesis
sobre un pardametro. Introduciremos los conceptos bésicos del diseno de experi-
mentos a partir del ejemplo del Hospital A. Para que Helen pueda establecer si
la propuesta efectivamente reduciria costos necesita un punto de comparacion,
es decir, debe medir el costo incurrido por aplicar la nueva medida A (bonifi-
cacién) o la nueva medida B (certificados de regalo) en comparacién con el
costo de seguir como antes. Para ello se requiere de tres muestras de emplead-
os: a unos se les aplicard la medida A, a otros la medida B, y a los otros se les
dejard con el esquema actual. En este caso se dice que existe un tnico factor
con tres niveles o tratamientos (la aplicacién de la nueva medida A, la B, o el

'En este documento las cantidades numéricas estdn expresadas en “estilo europeo”, por
lo cual el separador de miles es un punto (.), mientras que el separador decimal es una coma

®)
2 Adaptado de [?]
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esquema actual).

Consideremos las siguientes definiciones 3:

Definicién 1 (Experimento) Prueba o examen practico que se realiza para
probar la eficacia de una cosa o examinar sus propiedades.

Definicién 2 (Unidad experimental) Es un individuo o cosa al cual se
aplica el experimento. Se requiere de varias unidades experimentales para con-
ducir un buen experimento. Tratdndose de personas, a las unidades experimen-
tales se les llama también sujetos.

Definicién 3 (Factor) Un factor de un experimento es una variable indepen-
diente controlada, cuyos distintos valores o niveles los determina el experimen-
tador.

Definicién 4 (Tratamiento) FEs cualquier cosa que el experimentador ad-
ministra o aplica a las unidades experimentales. Los tratamientos se dan a
las unidades experimentales en diferentes niveles, donde un nivel implica una
cantidad o magnitud.

Un tratamiento es la combinacion de una o mds variables independientes o
factores.

En nuestro ejemplo hay un tratamiento con tres niveles: dar bonificacién
en efectivo, dar certificados de regalo, o bien, continuar como hasta ahora (no
dar certificados de regalo). Las variables independientes producen un resultado
o respuesta, que es la variable que se mide para establecer el efecto de los
tratamientos.

Disenar experimentos adecuados implica estar al tanto de todos los posibles
factores que pueden influir en el resultado de modo que se pueda introducir al
experimento los que son de interés al tiempo que se controla los que no lo son
para que no afecten el resultado del experimento.

Al disenar experimentos en donde intervienen personas, debe considerarse la
complejidad del comportamiento humano ademads de tener en cuenta cuestiones
éticas. Al conducir experimentos también debe tenerse cuidado con la falta de
realismo, es decir, con la sobresimplificacién de los posibles factores que pueden
causar la respuesta.

Los principios bésicos en el diseno de experimentos son el control, la aleator-
izacion y la replicacién.

1.2.1. Control

Los experimentos permiten estudiar los efectos de los tratamientos de in-
terés al tiempo que se controla el medio ambiente de las unidades experimen-
tales de modo que se puede mantener constantes los efectos causados por otros
factores que no son de interés.

3Definiciones tomadas de [?] y [?]
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La forma maés simple de control consiste en comparar los tratamientos, lo
cual incluye comparar tratados contra no tratados.
Las dos formas bésicas de realizar la comparacién son:

= Aplicacién de distintos tratamientos a distintos grupos de unidades ex-
perimentales o comparacién entre sujetos. Esto implica realizar la com-
paracién de tres o mds muestras independientes. Debe tratarse de que
los distintos grupos sean tan parecidos entre sf como sea posible en todos
sentidos, excepto por el tratamiento que reciben. Debe existir un grupo
que no reciba tratamiento al cual se le conoce como grupo de control.

= Aplicacién de los distintos tratamientos a las mismas unidades experi-
mentales o comparacion dentro de los sujetos. A cada unidad experimen-
tal se le hace la aplicacién de todos los tratamientos. Esto implica realizar
la comparacién de muestras pareadas.

1.2.2. Aleatorizacidon

Los resultados de comparar los efectos de distintos tratamientos son con-
fiables solamente si todos los tratamientos se aplicaron a grupos similares de
unidades experimentales.

La manera mds simple de lograr esto es hacer intervenir la aleatoriedad en
la asignacion de las uidades experimentales a los distintos tratamientos. A esto
se le llama aleatorizacion.

1.2.3. Replicacién

Un experimento que funciona en un individuo o un objeto no es prueba
suficiente de que funcione otra vez. Se requiere de repetir o replicar el exper-
imento varias veces. Es necesario utilizar una cantidad suficiente de unidades
experimentales a fin de que sea posible sacar conclusiones, desde el punto de
vista estadistico, con respecto a los resultados observados.

1.2.4. Variables ocultas y de confusion

En una situacién ideal, los resultados de un experimento dependen tnica-
mente de las variables que se se estd probando. En la préctica, sin embargo
hay dos tipos de variables que afectan los resultados:

CONCEPTOS BASICOS 7



Definicién 5 (Variable oculta) Es aquella que tiene un efecto importante
en los resultados, pero de la cual no se tiene conocimiento o bien se le conoce
pero se le ha considerado irrelevante para el experimento, por lo cual no se le
wncluyo entre las variables a observar.

Ejemplo 6 Supongamos que la administradora del Hospital A, Helen Alston
comienza su programa de bonificaciones, pero al mismo tiempo comienza un
sistema de rotacion de turnos que permite al personal tener tiempo libre cuando
mds lo requiere y conocer su rol de horarios mensual por anticipado.

El sistema de rotacion es una variable oculta porque puede afectar los re-
sultados observados. Si el personal comienza a asistir con mayor reqularidad a
sus labores serd dificil determinar qué tanto esto fue por el sistema de bonifi-
cactones y qué tanto por el sistema de rotacion de turnos.

Definicién 7 (Variable de confusién) Es una variable cuya inclusion en el
experimento distorsiona la medida de asociacion entre otras dos variables. La
presencia de una variable de confusion puede causar:

s Confusion positiva. Situacion en que se observa un efecto en donde
realmente no lo existe, o bien se eragera una asociacion real entre vari-
ables.

» Confusion negativa. Ocurre cuando se atenia una asociacion real, o
incluso se invierte el sentido de una asociacion real entre variables.

Definicién 8 (Diseno completamente aleatorizado) Es un experimento
en el cual se asigna los tratamientos a las unidades experimentales de man-
era aleatoria.

Ejemplo 9 Supongamos que la administradora del hospital tiene la nomina a
la mano y de alli aleatoriamente selecciona un grupo de personas para aplicar
el programa de bonificaciones A, un grupo para las bonificaciones B y un grupo
que no recibird gratificaciones.

1.3. Andlisis de varianza unifactorial para un dis-
efo completamente aleatorizado

Definicién 10 (Andlisis de varianza) El andlisis de varianza (llamado ANO-
VA, por ANalysis Of Variance; o ANVA, por ANidlisis de VArianza, como la
castellanizacion del anterior) es un método estadistico para analizar los efectos
de una o mas variables independientes (que pueden medirse en escalas nominal
ordinal o dicotdmica) sobre una variable dependiente que se distribuye Normal
(y por tanto es continua), asi como los efectos entre las variables independi-
entes.
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A continuacién estableceremos los elementos béasicos del ANVA.

En una situacién general, se tiene k poblaciones. Las poblaciones estdn
definidas por grupos existentes en las unidades experimentales, o bien por el
tratamiento que se les asigna en el experimento. De cada poblacién se toma
una muestra aleatoria de tamano n. Se asume que las k poblaciones son inde-
pendientes y tienen distribucién Gaussiana o Normal con medias pi1, iy, ..., ft;, ¥
una varianza comiin o2. La aleatorizacién permite suponer que estos requisitos
se cumplen.

Nos interesa contrastar las hipétesis:

Ho : pip = pg = ... = i
H, : Al menos dos de las medias no son iguales

Notacién 11 Utilizaremos las siguientes literales:

n y,;; es la j—ésima observacion del i—ésimo tratamiento (por ejemplo, Yo
es la primera observacion del tratamiento nimero dos, yss es la sequnda
observacion del tercer tratamiento, etc.)

» 7, es la media de las observaciones de la muestra en el i—ésimo tratamien-
to.

w T} es el valor total de las observaciones en la muestra correspondientes
al i—ésimo tratamiento.

T. es el valor total de todas las observaciones.

= Yy es la media de todas las observaciones.

Entonces podemos hacer un resumen de las observaciones como se indica
en la tabla a continuacién:

Tratamiento
Obs. 1 2 e i -+ k| Total
1 Y1 Y2 s Yo - Ykl
Y12 Y22 s Yiz - Yk2
n Yin  Yon T Yin - Ykn
Media | ;. ¥a. T Yio 0 Up Y.
Total | T7. Ts. . T, - T T.

Cada observacién puede escribirse de la forma
Yij = H; T+ Eij

donde ¢;; es la desviacién de la observacién j—ésima de la i—ésima muestra de
la correspondiente media del tratamiento.

El contraste de hipdtesis se basa en una comparaciéon de dos estimaciones
independientes de la varianza poblacional comin, 2. Tales estimaciones se
obtienen de separar la variabilidad total de los datos en dos componentes.

ANALISIS DE VARIANZA UNIFACTORIAL PARA UN DISENO COMPLETAMENTE
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1.3.1. Identidad de suma de cuadrados

La variabilidad total en las observaciones se puede separar en dos partes,
una que representa la variabilidad debida a los tratamientos y otra que repre-
senta la variabilidad que no es debida a los tratamientos (Véase [?]).

= A la variabilidad total se le llama Suma de Cuadrados Total, se le de-
nota por SCT vy, cuando todas las muestras son de tamano n, se calcula
mediante la expresién

SCT=3 % (v —7.)

i=1 j=1

» La variabilidad debida a los tratamientos se conoce como Suma de Cuadra-
dos de los Tratamientos, se denota por SC' A y, cuando todas las muestras
son de tamano n, estd dada por

k
SCA=n> (7 —7.)
i=1

= A la diferencia entre SCT y SCA se le considera como la parte de la
variacién presente en los datos que no se explica por la aplicacién de los
tratamientos. Se le llama Suma de Cuadrados del Error, se representa
por SC'E y se calcula como

también suponiendo que todas las muestras son del mismo tamano, n.
» La identidad de la suma de cuadrados establece que

SCT =SCA+ SCE.

1.3.2.  Férmulas simplificadas para el célculo de las sumas de cuadrados

El anélisis estadistico de datos ha tenido un gran desarrollo a partir de la
segunda mitad del siglo XX con el uso de sistemas de cémputo y programas
cada vez méas potentes; sin embargo antes de dichos avances la mayoria de
los célculos se realizaba a mano. Por ello es comtin que los textos de referencia
ofrezcan expresiones alternativas que facilitan la obtencién de dichos resultados
cuando no se dispone de equipo de computo. Las presentamos a continuacion.
En todas las expresiones que siguen, consideramos que N = nj + ng + ... + ng:
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1. Célculo simplificado o alternativo de la Suma de Cuadrados Total:
a) Cuando las muestras son de tamanos ny, ns, ..., N, respectivamente,
k n ) T2
W
i=1 j=1

b) Si todas las muestras son de tamafno n, la expresién anterior se

simplifica a
k n 2
SCT=323 " i
Y nk

i=1 j=1

2. (Cdlculo simplificado o alternativo de la Suma de Cuadrados de los Tratamien-
tos:

a) Si las muestras son de tamafios nq, na, ..., Ny, respectivamente,

k

2 T?
SCA = - - =
1=1
b) Cuando todas las muestras son de tamafio n, también se puede uti-
lizar .
1 T2
SCA=—-) T? - =
n 121 Y onk

3. Cuando hemos calculado SCT y SCA, el cdlculo alternativo de la Suma
de Cuadrados del Error es muy simple:

SCE =S5SCT — SCA.

Notemos que, desde luego, este cédlculo es el mismo ya sea que todas las
muestras sean del mismo tamano o no.

1.3.3. Cuadrados medios

Se le llama Cuadrado Medio a cada una de las dos estimaciones de 2 que
se calcula a partir de los datos:

s Cuadrado medio del tratamiento
., SCA
Vg -1

A s? también se le denota por CM A. Cuando Hy es verdadera, s? es un

estimado insesgado de o%. Cuando Hj es falsa, s? sobreestima el valor de

o

S

ANALISIS DE VARIANZA UNIFACTORIAL PARA UN DISENO COMPLETAMENTE
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» Cuadrado medio del error

e Cuando las muestras son de tamanos ni,ng,...,ng vy N =ny +nq +

_{_nk’
, SCE

S = —_—
N —k
e Cuando cada una de las muestras es de tamano n, también podemos
calcularlo como

5 SCE
§°=——.
k(n—1)

A s% se le representa también como CM E. El estadistico s* siempre

es un estimador insesgado de o2, aunque Hj no sea verdadera.

1.3.4. Estadistico de prueba del andlisis de varianza

Cuando Hj es verdadera, el estadistico

2

S

1

FCalc = 3
S

sigue la distribucién F' de Fisher-Snedecor con

» k—1 gl en el numerador y N —k g.l. en el denominador, si las muestras
son de tamafio ny, ng,...,ng y N = ny+no+---+ng (0 bien, k—1 grados
de libertad (g.l.) en el numerador y k(n — 1) g.l. en el denominador, si
cada muestra es de tamafio n).

» Recordemos que cuando Hj es falsa, s? sobreestima a o, mientras que
s? sigue siendo un estimador insesgado de 0. Esto implica que si Hy es
falsa el cociente Z—i aumenta de valor. Por tanto, mientras mayor sea el
valor de F¢ 4., mds dudaremos de la veracidad de Hy, y en consecuencia:

1. Considerando el enfoque de contraste de hipdtesis de Neyman-Pearson,
rechazaremos Hj al nivel de significancia « si

FCalc > Fk’—l,k(n—l),a

donde Fj_1 gx(n—1),a €s el cuantil que deja una probabilidad igual a « en
la cola derecha de la distribucién F con k — 1y k(n—1) g.l. (valor de
tablas)

Observacién 12 (;Cémo elegir el valor de a?) Recordemos que el val-
or de a representa la probabilidad de cometer un Error Tipo I (rechazar
una hipdtesis nula verdadera) y este es un riesgo que queremos manten-
er tan pequeno como sea posible. Por tanto, o = 0,05 y a = 0,01 son

12 ANALISIS DE EXPERIMENTOS



valores de uso convencional. En caso de que la aplicacion no especifique
el valor de «, se puede elegir cualquiera de los dos anteriores, haciendo

la aclaracion al momento de calcular la region de rechazo y el valor de
tablas de F.

2. Con el enfoque de contraste de hipétesis de Fisher, podemos calcular el
Valor — p asociado al valor del estadistico:

Valor —p=P (Fk—l,k(n—l) > FCalc)

y entonces decir que existe evidencia estadistica significativa contra H
si Valor — p < 0,5, o bien, que existe evidencia estadistica altamente
significativa contra Hy si Valor —p < 0,1.

1.3.5. Tabla resumen del andlisis de varianza para un solo criterio de clasificacién

De acuerdo con lo expuesto anteriormente, podemos resumir el proced-
imiento de andlisis de varianza cuando se tiene un solo criterio de clasificacién
(factor) y todas las muestras son del mismo tamano en una tabla como la
siguiente:

Cuando se realiza analisis de varianza de un solo factor con tamanos de
muestra 1, ng,...,N y N =ny + ny + - - - + ny, tenemos:

Fuente Suma de g.l. | Cuadrado
de variacién | cuadrados medio Estadistico
Tratamientos SCA k—1| s2= % Foue = z—z
Error SCFE N—-Fk|s®= %
Total SCT N -1

Si cada muestra tiene n observaciones, entonces también podemos utilizar
la siguiente version de la tabla de ANVA.

Fuente Suma de g.l. Cuadrado
de variacién | cuadrados medio Estadistico
Tratamientos SCA k—1 s2 = % Foue = Z—z
Error SCE k(n—1)|s*= k*(gfle)
Total SCT nk —1

Ejemplo 13 Con el fin de investigar el efecto de la altura de los estantes en
un supermercado sobre las ventas de los alimentos para perro Arf, se llevé a
cabo un experimento consistente en utilizar tres niveles para el estante: a la
rodilla, a la cintura y a los ojos. Durante un periodo de 8 dias, la altura del
estante se cambid aleatoriamente en tres ocasiones cada dia. A las secciones
restantes de la gondoloa que contenia la marca de interés se les lleno con latas
de otras marcas de alimento para perro que eran familiares y no familiares para
los compradores de la region *.

4Tomado de [7]
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La tabla siguiente muestra las ventas, en cientos de ddlares, para cada nivel
del estante en cada uno de los ocho dias. ;Fxiste evidencia estadistica contra la
suposicion de que los valores promedio de venta son iguales para los distintos
niveles en los que se coloco el estante?

Altura  del estante
Observacion  Rodilla  Cintura  Ojos
1 77 88 85
2 82 94 85
3 86 93 87
4 78 90 81
5 81 91 80
6 86 94 79
7 77 90 87
8 81 87 93
Solucién 14 Podemos ver que la tabla de andlisis de varianza resultante es’:
Fuente Suma de | g.l. | Cuadrado
de variacion | cuadrados medio Estadistico
Tratamientos | 399,25 2 | 199,625 PEMhZ::1?2ﬁ§5:::14,5182
Error 288,75 21 13,75
Total 688 23

A partir de la tabla anterior, podemos ver que Valor — p = 0,000110, por
tanto existe evidencia estadistica en contra de la igualdad de los promedios de
venta para los tres niveles en que se colocd el estante.

Ejercicio 15 Se dividié un grupo de doce parcelas en tres grupos. A los dos
primeros grupos se les aplicé los fertilizantes A y B, en tanto que el tercero es
un grupo de control al que no se le aplica ningin fertilizante. Las producciones
fueron como se presenta a continuacion [?]:

A B C
751 60
0 78 64 .
66 72 65
69 68 55

Ejercicio 16 Supdngase que una muestra aleatoria de las utilidades anuales de
d franquicias, llevada a cabo en varias ciudades en 1985, produjo los siguientes
precios (en miles de ddlares) [?, modificado]:
Obs erva cion

Ciudad 1 2 3 4 5
Boston 110 160 93 206 171
Indiandpolis | 72 38 45 108 42
Rochester 88 66 112 47 52
San Diego 57 81 181 165 106

SPara realizar los calculos se utiliz6 la aplicacién que se encuentra en
http://faculty.vassar.edu/lowry/anovalu.html
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1.3.6. Inferencias acerca de pares de valores medios de tratamiento

El contraste de hipétesis basado en el andlisis de varianza de una via nos
indica, en el caso de que se rechace la hipétesis nula, que al menos dos de los
tratamientos proporcionan valores distintos para el promedio de la variable de
interés; pero no nos dice cudles son las medias que producen la diferencia. Una
forma de establecer cudles medias son distintas entre si consiste en calcular un
intervalo de confianza para la diferencia de medias.

Si comparamos la media del tratamiento ¢ con la del tratamiento j, la ex-
presién del intervalo de confianza de 100 (1 — «) % para la verdadera diferencia
entre las medias poblacionales de los tratamientos, p; — p;, s

1 1
(fi — fj) + tNk’a/g\/CME (— + —)

n; n;

donde
7; — la media del tratamiento ¢
7; = la muestra del trataminto j
k = Numero de tratamientos
N =n; +ng + -+ n, = Numero total de observaciones
n; = Nimero de unidades experimentales al que se le aplicé el tratamiento

n; = Nimero de unidades experimentales al que se le aplic el tratamiento
J

tN—ka/2 = Valor del cuantil que deja una probabilidad de «/2 en la cola
derecha de la distribucién ¢ de Student con N — k grados de libertad

CME = % = Cuadrado medio del error.

La conslusioén sobre si existe diferencia entre las medias de los tratamientos
comarados, se formula con base en lo siguiente:

= Si el intervalo de confianza calculado incluye al cero, entonces decimos que
no hay evidencia de diferencia entre las medias de los grupos considerados.

= Si el intervalo de confianza no incluye al cero, entonces decimos que existe
evidencia, al nivel o, de que las medias de los tratamientos considerados
son distintas.

Ejemplo 17 Los siguientes datos representan el costo de colegiaturas (en miles
de ddlares) de una muestra de universidades privadas en diversas regiones de
Estados Unidos de América.

1. Al nivel de significancia de 0.05, s;puede concluirse que existe alguna
diferencia en el costo promedio de las colegiaturas?

2. Obtenga un intervalo de 95 por ciento de confianza para la diferencia en-
tre las medias de las regiones noreste y oeste. ;Son diferentes las medias?

ANALISIS DE VARIANZA UNIFACTORIAL PARA UN DISENO COMPLETAMENTE
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Noreste | Sureste | Qeste
10 8 7
11 9 8
12 10 6
10 8 7
12 3

Solucion 18 Las hipdtesis son:

Ho = py = pg = i3
H, : Al menos dos medias son distintas entre si

La region de rechazo la forman los valores del estadistico de prueba que son
mayores que F_1 N0 = Fa11005 = 3,98 (de tablas). Por tanto, rechazaremos
Hy si el valor del estadistico de prueba, Foge. = M2 es mayor que el valor de

tablas, 3,98.
La tabla de andlisis de varianza es la siguiente:

CME>

(Coloque la tabla de andlisis de varianza)

Fuente Suma de | g.l. | Cuadrado
de variacion cuadrados medio Estadistico
Region (tratamientos) | 44,164 | 2 | 22,082 | Frue = o = 25,44
Error 9550 | 11| 0,868 ’
Total 53,714 13

El wvalor de tablas es F11005 = 3,982. Luego, como Fgge = 25,44 >
3,982 = F511005, rechazamos Hy. Por tanto existe evidencia estadistica, al
niwel o = 0,05, de que los costos promedios de las colegiaturas son distintos en
las diferentes regiones examinadas.

Ahora examinaremos si existe diferencia entre los promedios de las regiones
noroeste y oeste mediante un intervalo de confianza. Para ello recordamos que
la expresion es

n; n;

1 1
(T, —T;) £ tN_m/Q\/OME (— + —)

de donde tenemos que los limites del intervalo de confianza son:

1 1
Limite Inferior de Confianza = LIC = (T; —T;) — tN_]“a/Q\/CME <— + —>

n; n;
1 1
= (11-638)— 1,796\/0,868 (g + 5)
= 3,1417.
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Limite Superior de Confianza

n;

1 1
ﬂ1—68f+Lm6¢Q&B(g+g)
5,2583.

Luego el intervalo de 95 % de confianza para la verdadera diferencia entre
los costos promedio en las regiones noroeste y oeste es (3,1417,5,2583) , y como
dicho wntervalo no contiene al cero, existe evidencia estadistica, al nivel de
significacion de 0.05, de que los costos promedio en las regiones noroeste y
oeste son distintos.

Ejemplo 19 Una egresada de contaduria tiene ofertas de trabajo de cuatro
empresas. Para examinar un poco mds las propuests, solicité a una muestra
de personas de nuevo ingreso decirle cudntos meses trabajo cada una para su
compania, antes de recibir un amumento de sueldo. La informacion muestral

es:
CPA, Inc. AB Intl. Acct Ltd Pfisters
12 1 18 12
10 12 12 14
14 10 16 16
12 10

La tabla de andlisis de varianza de una via resultante es

(Coloque Tabla de ANVA)

de donde se concluye que existe diferencia entre los tiempos promedios
de promocion laboral. ;Se puede decir que existe diferencia entre los tiempos
promedio de CPA Inc. y Actt Ltd.? Base su respuesta en el cdilculo de un IC
de 99 % para la diferencia de medias.

1.3.7. Ejercicios

Los siguientes ejercicios fueron tomados de [?].

1. Durante un determinado curso se somete a cuatro grupos de estudiantes
a diferentes técnicas de ensenanza y se les examina al final del curso
obteniéndose los siguientes rendimientos:

ANALISIS DE VARIANZA UNIFACTORIAL PARA UN DISENO COMPLETAMENTE
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A B C D
65 75 59 94
87 69 T8 89
73 83 67 80
79 81 62 88
81 72 83
69 79 76
90
La tabla de resumen del ANVA es:
Fuente Suma de | g.l. | Cuadrado
de variacién cuadrados medio Estadistico
Técnicas (tratamientos) 712.6 3 237.53 | Foue = % = 3,77
Error 1196.6 19 62.98
Total 1909.2 22

A partir de la informacién anterior:

a) Elabore una gréfica de cintas para los datos.

b) Realice el contraste de hipétesis y responda: jExiste evidencia que
indique una diferencia significativa en el rendimiento medio de las
cuatro técnicas de ensenanza? Utilice o = 0,05.

¢) Encuentre un intervalo de confianza del 95 % para la diferencia entre
los rendimientos medios de las técnicas C y D. ;Puede decirse que
son distintos dichos rendimientos medios?

1.4. Andlisis de varianza para un disefio aleator-
izado por bloques

Aqui faltan las notas sobre este tema.

1.5. Andlisis de varianza para un diseiio con dos
factores

En la seccién anterior, conocimos los conceptos bésicos del diseno de ex-
perimentos con un solo factor. Hay ocasiones en las que se requiere controlar
mds de un factor, con lo cual, ademds, se pude obtener mayor informacién del
fenémeno. En esta secciéon hablaremos sobre los disenos experimentales en los
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que el experimentador controla dos variables independientes o factores, por lo
cual se les llama disenos bifactoriales.

Consideremos el siguiente ejemplo®, en el que un fabricante de ropa que
suministra uniformes a un hotel debe cortar faldas, camisas y pantalones en
varias tallas, de rollos de tela. El desperdicio de tela tiene un efecto importante
en las utilidades. El fabricante tiene que elegir entre tres maquinas cortadoras
asistidas por computadora. Para ello, decide conducir un experimento en donde
controla dos variables o factores: la maquina y el tipo de prenda. En dicho
experimento, hace que cada mdquina corte varios lotes de faldas, otros de
camisas y varios mas de pantalones.

Supongamos que los resultados del experimento produjeron los siguientes
porcentajes de desperdicio promedio:

Factor 2 (Tipo de prenda)
Factor 1 (mdquina) | Faldas Camisas Pantalones Promedio
A 7.6 9.1 7.3 8.0
B 6.5 8.0 6.2 6.9
C 5.1 6.6 4.8 5.5
Promedio 6.4 7.9 6.1 6.8

Notemos que hay un patrén persistente en esta tabla. La médquina A (la
peor) siempre tiene més desperdicio que la maquina B (1.1 puntos porcentuales
por arriba), sin importar qué tipo de prenda corte. La maquina B, a su vez,
siempre tiene 1.4 puntos porcentuales de desperdicio mds que la méaquina C.

(Falta parte del ejemplo)

1.5.1. Identidad de suma de cuadrados

En un experimento con dos factores, se supone que la variacién total en las
observaciones (Suma de Cuadrados Total, SCT) se divide en tres partes:

» La variacién debida al primer factor (también se le llama factor en los
renglones), SC'A

» La variacién debida al segundo factor (también se le llama factor en las
columnas), SCB

» La variacién debida a la interaccién entre los factores 1y 2, SCAB

= La variacién debida al error, SCFE

La identidad de suma de cuadrados es ahora

SCT =SCA+ SCB+ SCAB + SCE

STomado de [?, pp. 520 - 521] (modificado)
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1.5.2. Expresiones para las sumas de cuadrados en un disefio con dos factores con
interaccion

Las expresiones para las sumas de cuadrados ahora son:

» Suma de cuadrados total

SCT =3y v - L
= Yijk — —7
i=1j=1k=1 o abr

donde

Yijk = k — ésima réplica del @ — ésimo nivel del factor 1 y el j — ésimo
nivel del factor 2

T.. = Total global
a = Numero de niveles del factor 1
b = Numero de niveles del factor 2

r = Numero de réplicas (observaciones) en cada tratamiento

» Suma de cuadrados del tratamiento 1

1 e T2
SCA=—-S"T2 - =
br ,;1 o abr
donde
T... = Total del i — ésimo nivel del factor 1
» Suma de cuadrados del tratamiento 1
10 T2
SCB=—Y T2 - ==
ar J; T abr

donde

T;. = Total del j — ésimo nivel del factor 2

» Suma de cuadrados de la interaccién

T2
abr

1 a b 1 a 1 b
AB = = T2 - S T2 5712
e DI EL DI DI

T i=1;5=1

donde

T;;. = Total del ij — ésimo tratamiento (es decir, aquel en donde el factor
1 estd en el nivel i y el factor 2 en el nivel j)
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Fuente

de variacién gl SC CM F

Factor 1 a—1 SCA CMA=3:2 Foue = %
Factor 2 b—1 SCB CMB =% Froen = gMTg
Interacciéon (a—1)(b—1) SCAB CMAB = —(afgf‘ﬁl) Feaes = S8
Error ab(r —1) SCE CME = %

Total abr — 1 SCT

Ejemplo 20 7 Con objeto de averiguar la estabilidad de la vitamina C en con-
centrado de jugo de naranja congelado reconsituido que se almacena en un
refrigerador en un periodo de hasta una semana, en 1975 se llevd a cabo el
estudio “Vitamin C' retention in reconstituted frozen orange juice” a cargo del
Departamento de Alimentos y nutricion humana en el Instituto Politécnico y
Universidad FEstatal de Virginia. Se probaron tres tipos de concentrado de jugo
de naranja congelado utilizando tres periodos diferentes de tiempo. Fstos ulti-
mos se refieren al nimero de dias que transcurren desde que el jugo de naranja
se mezcla hasta que se somete a la prueba. Los resultados, en miligramos de
dcido ascorbico por litro, se registraron de la siguiente manera, segun se indica
enla tabla. Utilice un nivel de significancia de 0.01 para contrastar las hipdtesis
de que:

a) No eziste diferencia en los contenidos de dcido ascorbico entre las difer-
entes marcas de concentrado de jugo de naranja.

b) No existe diferencia entre los contenidos de dcido ascorbico debido a los
diferentes periodos de tiempo.

¢) Las marcas de concentrado de jugo de naranja y el nimero de dias que
transcurre desde que el jugo se mezcla hasta que se somete a la prueba no
interactian.

Tiempo (dias)
Marca 0 3 7
Richfood 52.6 54.2 49.4  49.2  42.7 48.8

49.8 46.5 42.8 53.2  40.4 476
Sealed-Sweet | 56.0 48.0 48.8 44.0  49.2 44.0
49.6  48.4 44.0 42.4  42.0 43.2
Minute Maid | 52.5 52.0 48.0 47.0  48.5 43.4
51.8 53.6 48.2 49.6  4}5.2 476

Solucién 21 La salida de Minitab(©) para los datos en Andlisis de Varianza
Bifactorial, sin considerar un modelo aditivo, es:

Fuente gl SC CM F Valor-p
Marca 2  32.962 16.481 1.75 0.193
Tiempo 2 226.676 113.338 12.04 0.000
Interaccion 4  17.301  4.325 0.46  0.765
Error 27 254.140 9.413

Total 35 531.079

"Tomado de [4], con modificaciones
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Recordemos que ahora tenemos tres juegos de hipdtesis a contrastar:
a) Iqualdad de medias entre las marcas (factor 1):

Hio @ pp=ps =y
H,, : Al menos dos de las marcas tienen medias distintas entre si

El valor del estadistico de prueba es Fouer =1.75, y el valor de tablas es
Frapia1 = F297.0.01 = 5.49. Entonces, como Fgaer no es mayor que Frgpa1, no
se rechaza H , es decir, no hay evidencia de que la concentracion de vitamina
C varie entre las distintas marcas.

b) Iqualdad de medias entre los tiempos (factor 2)

Hoo t po = 3 = piz
Hy, : Al menos dos de los tiempos tienen medias distintas entre st

El valor del estadistico de prueba es Fogeo = 12.04, y el valor de tablas es
Frapiaz = Foo7,0.01 = 5.49. Entonces, Foacz > Frapa1, por tanto, se rechaza
Hj, es decir, eziste evidencia de que la concentracion de vitamina C varia si
se utilizan distintos tiempos.

c) Ezistencia de interaccion entre las marcas (factor 1) y los tiempos (factor

2):

Hso : No existe interaccion entre las marcas y los tiempos

Hs, : FEziste interaccion entre las marcas y los tiempos

El valor del estadistico de prueba es Foues =0.46, y el valor de tablas es
Frapias = Fa97.0.01 = 4.11. Entonces, como Fgalez no es mayor que Frgpqs, no
se rechaza Hs, es decir, no hay evidencia de que la combinacion de marca con
tiempo haga variar la concentracion de vitamina C.

Ejemplo 22 Ganancias de joyerias. Resultados de SPSS para las variaciones
porcentuales en las ganancias debidas a la localidad y el incremento aplicado
al precio

(Coloque los resultados de SPSS)

Las diferencias entre los distintos aumentos son aditivas. El aumento Ay
produce mayores ganancias. El aumento Ay produce mayores ganancias en am-
bos tipos de ciudades. Le siguen el aumento Ay y As. En ciudades pequenas, el
aumento As produce mayor disminucion en el valor medio.
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2. REGRESION LINEAL SIMPLE

2.1. Introduccidon

En esta unidad estaremos interesados en establecer, estadisticamente, si
existe una relaciéon entre dos variables y, en caso afirmativo, en calcular una
ecuacién que plasme dicha relacion. Por ejemplo, podemos hacernos preguntas
como las siguientes [?]:

1. jExiste una relacion entre lo que gasta una empresa y sus ventas durante
un ano?

2. Con base en el drea que tiene una casa habitacién, jse puede calcular el
costo de la calefaccion doméstica?

3. ;Hay una relacién entre la antigiiedad en el trabajo de un empleado de
produccién y el nimero de unidades que elabora?

Nuestro interés en establecer si existen dichas relaciones se debe a una de
las siguientes razones:

= Existe una variable, a la que etiquetaremos como Y, cuyos valores reque-
rimos conocer, pero que resulta dificil medir directamente, por lo cual
intentaremos hacerlo de manera indirecta a través de una variable fa-
cil de medir, a la que llamaremos X, mediante la relaciéon entre ambas
variables.

= Existe una variable, Y, cuyos valores pueden explicarse, al menos de man-
era parcial, por los valores de otra variable, X, a través de una relacién
entre ambas variables.

A los métodos estadisticos que nos permiten predecir valores para una vari-
able, Y, con base en valores de otra, X, se les llama métodos de regresion.

A la variable cuyos valores son de nuestro interés, Y, le llamamos variable
dependiente o de respuesta. A la variable X cuyos valores nos ayudan
a calcular los valores de la primera, le llamamos variable independiente
o variable explicativa. En un esquema general, los valores de X no son
aleatorios, sino que los fija el experimentador, mientras que los valores de Y
son aleatorios y su promedio depende del valor de X.

Hemos dicho que nos interesa establecer una relacién entre X y Y. De el
dlgebra y la geometria analitica sabemos que entre dos variables puede estable-
cerse distintas relaciones, por ejemplo:
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(Coloque una grafica con distintos ejemplos de relaciones entre variables)

La figura anterior ilustra cuatro tipos de relacién entre las variables X y Y,
las cuales poseen caracteristicas diferentes. Todos estos tipos de relacién son
comtnmente utilizados por los métodos de regresion; sin embargo sabemos que
la relaciéon més simple entre dos variables estd dada por una linea recta, del
tipo de la primera mostrada en la gréfica anterior.

Si la relacion entre X y Y fuera perfectamente lineal, entonces podriamos
expresarla como sigue:

Y =fy+ 6, X

donde a [, le llamamos ordenada al origen, porque es el punto en que la
recta corta al eje Y, y 3, es la pendiente de la recta. Sin embargo, veremos
que en general las relaciones lineales que establezcamos no serdn exactas o
deterministicas, sino que existird un componente de aleatoriedad, razén por la
cual, necesitamos de la estadistica y la probabilidad para establecer la relacién
entres las variables dependiente e independiente.

Para entrar en materia, considérese el siguiente

Ejemplo 23 Suponga que se desea conocer la relacion que existe entre la canti-
dad de fertilizante utilizada en una parcela y la produccion de trigo obtenida de
dicha superficie. Supongase que se dispone de fondos para efectuar iinicamente
siete observaciones. Asi, el valor de X (cantidad de fertilizante) se establece en
siete diferentes niveles, con una observacion de 'Y (produccion) en cada caso,
como se presenta en la tabla a continuacion':

(Coloque la tabla de X = Fertilizante y Y = Produccion)

Podemos representar graficamente los datos de ambas variables en un grdfico
llamado de dispersion, como el que se muestra a continuacion:

(Coloque el grifico de dispersion)

Observamos que los datos muestran que existe cierta relacion lineal entre
las variables X y 'Y (a saber, notamos que mientras mds fertilizante se utilice,
la produccion serd mayor) pero que sin embargo, esta no es perfecta. En partic-
urlar, podemos observar en la grifica que no todos los puntos caen exactamente
sobre la misma recta. ;A qué se debe esto?

En un modelo de regresion lineal simple, asumimos que la relacion entre las
variables es esencialmente lineal, sin embargo, el valor final de Y puede estar
afectado (y generalmente lo estd) por muchas otras variables que no estamos
tomando en cuenta. Por ejemplo, puede ser que la cantidad producida en una
cierta parcela dependa, ademds de la cantidad de fertilizante, de factores como:

s Quién realizé la siembra

= St hay mds de una mdquina para sembrar o cosechar, cudl de ellas se
utilizo

11 bushel = 8 galones = 35.24 litros
1 acre = 43,560 pie? = 4046.86 metros>
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Quién realizo la cosecha

Qué dia se llevdé a cabo la siembra

Qué dia se realizo la cosecha

Cudl es la inclinacion del terreno

FEtcétera

Como nuestro modelo no incorpora ninguno de esos factores, lo que a fin de
cuentas observamos es que en promedio Y estd dada por 5, + [, X, pero tiene
un cierto componente aleatorio que hace que en ocasiones se observe valores
que estarian por abajo, y otras veces, valores que estarian por arriba de dicha
recta. Estas variaciones las incorporamos a nuestro modelo en forma de una
variable aleatoria que denominamos “error” y representamos por la letra griega
épsilon: €. Entonces nuestro modelo completo es:

Y =05,+06,X+e. (2.1)

Dado que tendremos a nuestra disposicion solamente una muestra de obser-
vaciones, no podemos saber el valor exacto de 3, y 3,1, pero si valores estimados
de ellos a los cuales llamaremos By y 31, donde el circunfiejo (), como de cos-
tumbre, indica que se trata de una estimacion. Por tanto, la recta que estime
la relacion entre X y'Y dada en [??] tendrd la forma

Y= 60 +B11'- (2.2)

Después veremos que nuestra suposicion de que € es un error aleatorio tiene
otras implicaciones, por ahora requerimos encontrar una manera de calcular los
valores de By y ;. Notemos que, en la grifica de dispersion de los datos de
nuestro ejemplo, podriamos dibujar mds de una linea que pasara por algunos
puntos o que de algin modo estuviera “cerca de ellos”:

(Cologque la grifica que muestra que hay distintas rectas posibles)

Ahora nuestro problema consiste en definir la manera de elegir una recta.
FE'so lo veremos en el desarrollo que se presenta a continuacion.

2.2. Estimadores de minimos cuadrados

Para establecer cudl serfa una recta adecuada, consideramos el criterio de
minimos cuadrados: Los coeficientes de “la mejor recta” son aquellos que
minimizan la suma de los cuadrados de los errores, es decir, la suma de las
distancias entre cada punto observado y la recta, e; = y;—7¥;, cada una elevada al
cuadrado. Por ello, a los estimadores de los coeficientes de la recta de regresién
lineal se les llama “estimadores de minimos cuadrados”.
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Para aproximar los coeficientes de la recta Y = 5,4 3, X +¢, el criterio que
se usa es el de encontrar los estimadores de 3, y 8, que produzcan el menor
valor de la suma de cuadrados del error, la cual definimos como:

SCE = znj e; = an (vi — 5:)° . (2.3)
=1

=1

Aplicando célculo vectorial®, se puede ver que los coeficientes de la recta que
minimizan la suma de cuadrados de los errores, son

o (2912

B, (2.4)

Bo =Y — bz (2.5)

2.3. Supuestos basicos del modelo de regresion
lineal simple

Un modelo es una representacién simplificada de la realidad. Dicha simpli-
ficacién implica establecer ciertos supuestos con respecto al comportamiento
general del fenémeno, los cuales nos permiten obviar muchos detalles de la real-
idad. Cuando se busca explicar cualquier fenémeno de la naturaleza mediante
un modelo, el qué tan bien esta representacién permita describir el fenémeno
depende de que los supuestos bésicos en los que se apoya el modelo se cumplan.

En el caso particular de la regresién lineal simple, las suposiciones que
hacemos las podemos resumir de la siguiente forma:

1. Se puede representar la respuesta Y mediante un modelo lineal que de-
pende de X:
Y =0+6:X+e

Es decir que suponemos que efectivamente existe una relacion lineal entre
X y Y, y ademds existe un componente de aleatoriedad, ¢, lo cual hara
que observemos valores de Y a veces por arriba y otras por debajo del
promedio 3, + £, X.

2. X se mide sin error, es decir, no es aleatoria.

2El desarrollo que se requiere para deducir los estimadores no es del interés de este curso,
en cambio si lo son las expresiones finales que aqui presentamos
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3. € es un error aleatorio tal que, para un valor dado de X,
E(e) =0, o =07

con lo que decimos que, dado un valor de X, los errores son cero en
2

promedio y tienen siempre la misma varianza, desconocida pero fija, o°.
Ademas, los € son independientes entre si.

4. Los errores € se distribuyen segiin una distribucién normal, es decir,

SNN(O,O'2).

2.4. Inferencias sobre los pardmetros en un mod-
elo de regresién lineal simple

2.4.1. Estimador de o2

Definamos las siguientes sumas:

n 1 n 2
s = St (50)
i=1 4

= S (5 (52)

=1
n 1 n 2
Sy = >y - - (Zlyz)
i=1 =

Notemos que, con estas sumas, podemos definir las estimaciones de minimos
cuadrados de 3, y ; como:

Sy

Bl =
Bo = y‘ﬁ@

Ademas, puede verse que es posible escribir la suma de cuadrados del error,
SCFE, como

.
8

SCE = Sy, — 3,54y.

A partir de esto, puede demostrarse que un estimador insesgado de o2, la
varianza que comparten todos los errores ¢, es

SSE
s? = — (2.6)
82 _ Syy — 515951/
n—2
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A s = V/s? se le llama el error estandar de estimacién y es una medida de
la dispersién de los valores observados con respecto a la linea de regresion.

2.4.2. Intervalo de confianza para (3,

Recordemos que los valores que obtenemos para los coeficientes de la rec-
ta de regresiéon son estimaciones puntuales de los pardmetros basadas en la
muestra observada, por tanto, resulta conveniente hacer otras inferencias con
respecto a los pardmetros, en particular, calcular estimaciones por intervalo o
hacer contrastes de hipétesis.

Un intervalo de confianza de 100 (1 — o) % para f3; estd dado por:

s

n—2,a/2 \/S_
B+t i
1 n—2,a/2 \/S—m

LIC = B,—t

(2.7)
LSC =

Es decir que el intervalo

~ S ~ S
—thoap—— 01 tthoap— |- 2.8
(ﬁl el g e /\/s—) 29
contendrd al verdadero valor de la pendiente de la recta de regresién, [3;, con
una confianza de 100 (1 — «) %.

2.4.3. Intervalo de confianza para j3,

Un intervalo de confianza de 100 (1 — «) % para « se puede calcular medi-
ante las siguentes expresiones:

~

LIC = By—tnga+——e (2.9)

\ 2
LSC = pBy+ tn—27a/2i

VNS

/o
;; . (2.10)

contendré al verdadero valor de la ordenada al origen de la recta de regresién
con una confianza de 100 (1 — o) %.

Por tanto, el intervalo

SR

- tan,a/Q y Po + tn—2 a/2
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2.4.4. Contraste de hipétesis sobre 3,

El contraste de hipétesis de mayor interés sobre (3; es el que nos permita
decir si el valor de (3 es distinto de cero. ;Por qué nos interesa particularmente
hacer esta comparaciéon? Recordemos que (3, representa la pendiente de la
recta (es el coeficiente de la X). Si resulta que el verdadero valor de /3, es
igual a cero, entonces eso indica que el valor de la variable (supuestamente)
dependiente Y = 3, + ;X +cesenrealidad Y =5, +0- X +e =, +¢, es
decir que Y es simplemente un valor aleatorio alrededor de la constante 3, y no
tiene relacion con X, y en tal caso, X no servirfa para predeicir los valores de
Y, lo cual era lo que buscdbamos desde un inicio. En resumen, este contraste de
hipdtesis es importante, porque nos dice si en realidad tiene sentido el modelo
de regresion que propusimos.

El contraste de hipétesis sobre 3, en particular para detierminar si su valor
es distinto de cero, es:

1. H0:/61:0
H,:5,#0

2. El estadistico de la prueba es

~

Tcale = —Bﬁl
alc s / ng;

el cual, cuando H, es verdadera, sigue la distribucién 7' de Student con
n — 2 grados de libertad.

3. Laregién de rechazo la constituyen los valores del estadistico de la prueba
tales que |Tcaic| > tn—2,a/2, POr tanto

4. Rechazamos Hy si Toaie > th—2,a/2, 0 i Toaie < —tn—2,a/2-

2.45. Contraste de hipétesis sobre [3,

Si los datos indican que en realidad 5, = 0, entonces tendrfamos que la
recta de regresion pasa por el origen. Esto no es igual de grave que el caso
para (3;, porque simplemente significa que cuando X = 0, Y también es cero.
Por ejemplo, si X fuera el nimero de dias que un articulo estd en exhibicién y
Y indicara las ventas obtenidas durante ese periodo, pues resulta claro que si
X = 0 (el producto se exhibié ningtin dia) esperariamos que también Y = 0 (no
hubo ventas). En general, los contrastes de hipétesis sobre el valor de /3, son
menos utilizados que aquellos para f3;, pero los incluimos aquf para presentar
una visién méas completa de las inferencias con respecto a los pardametros de la
recta de regresién lineal simple.
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Un contraste de hipétesis sobre 3, la ordenada al origen de la recta de
regresion, tiene los siguientes componentes:

1. Holﬁozbo

Ha : 60 7"é bO
donde by es un valor particular contra el cual nos interesa comparar /3.

2. El estadistico de la prueba es

-~

Bo — bo

—n .
s 2
=1

el cual, cuando H, es verdadera, sigue la distribucién 7" de Student con
n — 2 grados de libertad.

TCalc =

3. Laregién de rechazo la constituyen los valores del estadistico de la prueba
tales que |Tcaic| > tn-2,a/2, por tanto

4. Rechazamos Hy si Toqie > th—2,a/2, 0 i Toaie < —tn—2,a/2-

Si la hipdtesis alternativa que interesa es que 3, es menor (o mayor) que
bg, entonces se debe modificar de manera correspondiente la regién de rechazo.
Se deja dicha modificacién como ejercicio al lector.

2.5. Correlacién

2.5.1. Coeficiente de correlacién

Entre los supuestos bésicos del modelo de regresion lineal simple esté el que
establece que la variable X no es aleatoria debido a que se mide sin error, o
bien con un error muy pequeno. En la practica suele ocurrir que X también
es aleatoria. En esta situacién, estamos interesados en obtener una medida de
la relacion lineal entre X y Y. Dicha medida recibe el nombre de coeficiente
de correlacién. Si suponemos que X se distribuye normal, el coeficiente de
correlacién poblacional entre X y Y estd dado por:

2
Oy
que podemos estimar mediante la siguiente expresion:

Say

V SmSyy'
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El valor de r (al igual que el de p) estd siempre entre -1 y 1. Los distintos
valores de r, los podemos interpretar de la siguiente manera:

Un valor de » = —1 indica una perfecta relacién lineal negativa entre X y
Y, es decir que todos los puntos caen sobre la recta de regresion, y dicha
recta tiene una pendiente negativa.

(Coloque una gréfica que muestre una relacién negativa perfecta entre X
yY)

Un valor de r = 0 indica que no existe relacién lineal entre X y Y, lo cual
implica que, o bien no existe ninguna relaciéon entre las variables, o bien
existe alguna relacién, pero esta no es lineal.

(Coloque una gréfica que muestre una relacién no lineal entre X y Y')

(Coloque una grafica que muestre ausencia de relacién lineal entre X y Y')

Un valor de » = 1 indica una relacion lineal positiva perfecta entre X y
Y, lo cual significa que todos los puntos caen sobre la recta de regresion
y esta tiene pendiente positiva.

(Coloque una grafica que muestre una relacién positiva perfecta entre X
yY)

Un valor cualquiera de r negativo indicard que existe algin grado de aso-
ciacién lineal entre las variables y que esta asociacion es negativa, es decir, que
cuando X crece, Y decrece y viceversa.

Cualquier valor de r positivo indicard que existe algiin grado de asociacién
lineal positivo entre X y Y, es decir que cuando la variable independiente
aumenta su valor, también lo hace la variable dependiente.

Es dificil establecer un valor para el cual pueda decirse que la relacion es
“fuerte”, ya que tal aseveracién dependerd del contexto del problema, pero
como una regla general para problemas econémicos, administrativos y so-
ciales, podria decirse que:

Valores de r entre -0.3 y 0.3 indican que se tiene escasa relacién lineal
entre las variables.

Si r estd entre -0.5 y -0.3, o entre 0.3 y 0.5, diremos que existe una
moderada relacion lineal.

Cuando r toma valores entre -0.8 y -0.5, o entre 0.5 y 0.8, consideraremos
que hay una relacién lineal alta entre X y Y.

Si observamos valores de r entre -0.9 y -0.8 o entre 0.8 y 0.9, diremos que
estos indican que hay una relacién lineal muy alta entre las variables.

Valores de » menores que -0.9 o mayores que 0.9 indican que existe una
relacién lineal extremadamente alta entre las variables.
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Lo recién expresado, puede resultar més claro si lo observamos en la sigu-
iente representacion grafica:

(Coloque la grafica de una posible descripcién detallada del valor de r)

Si se tratara de un fenémeno fisico o quimico en el cual se busca confirmar
relaciones o caracteristicas en dichos &mbitos no serfa extrano que el indice de
correlacién fuera extremadamente alto (abajo de -0.9 o arriba de 0.9) puesto
que se trata de caracteristicas de la materia que son constantes universales; pero
en el &mbito de las ciencias sociales, es decir, en donde se encuentra involucrado
el comportamiento de seres humanos, la obtencién de un indice de correlacién
de estas magnitudes deberfa hacernos sospechar que algo anda mal, o bien que
los datos han sido manipulados. Un indice de correlacién cercano a 0.5 (o a
-0.5) puede considerarse como bueno.

2.5.2. Coeficiente de determinacidn

Otra medida que sirve para indicar el grado de relacién lineal entre las
variables dependiente e independiente es el coeficiente de determinacién, 72,
que es precisamente el cuadrado del coeficiente de correlacion.

El coeficiente de determinacién indica la proporcién de la variacién en Y
que el modelo explica. Como esta medida se obtiene de elevar al cuadrado el
coeficiente de correlacion, entonces siempre su valor estd entre 0 y 1, y por
tanto se acostumbra proporcionar su valor como un porcentaje. Mientras mas
cercano a 100 % esté el valor de r2, esto implicard que un porcentaje importante
de la variacién en Y estd explicada por el modelo lineal que se propuso.

El valor de r2 lo podemos calcular con la expresién

SCFE
r?=1-—
Syy
o bien, con
7,2 —_ Sazsy
SuaSyy

2.6. Andlisis de varianza para el modelo de re-
gresion

Recordemos que cuando trabajamos con experimentos unifactoriales, el

andlisis de varianza se basaba en dividir la variacion total en las observaciones

(SCT) en dos partes: una debida a los tratamientos del factor (SCA) y otra
debida al error aleatorio (SCE). En el andlisis de regresion se tiene algo similar:
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la variacién total de los datos (SCT) se divide en una parte debida al modelo,
llamada suma de cuadrados de regresién (SCR) y otra debida al error aleatorio,
llamada suma de cuadrados del error (SCE).

Entonces tenemos que

SCT =SCR+ SCFE
donde
SCT = Sy, (2.11)

SCE = Syy — 31Say (2.12)

SCR = SCT —SCE
SCR = (3,5,

La tabla de andlisis de varianza para un modelo de regresién lineal simple
tiene la siguiente forma:

Fuente Suma de Cuadrado
de variacién | cuadrados | g.l. medio Estadistico
Regresion SCR 1 |CMR= % Feae = Shre
Error SCFE n—2|CME = i_g
Total SCT n—1
Las hipétesis que se contrastan son con respecto a [3;:
HO : 61 - O
H, : B #0
El estadistico de prueba es
CMR
F ale = ~ar0
cade ™ CME

mientras que la regla de conclusion es: Rechace Hy al nivel o si Fogie > Fipn—2,0-
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3. REGRESION LINEAL MULTIPLE

3.1. Introduccidon

En el capitulo anterior estudiamos el andlisis de regresion lineal simple y
vimos que es un procedimiento que nos permite pronosticar los valores de la
variable dificil de medir, a la cual llamamos respuesta o dependiente (Y') con
base en los valores de una variable que es facil de medir, a la cual llamamos
explicativa o independiente (X). Sin embargo, también vimos que hay ocasiones
en las que el modelar a Y solamente en funcién de X no proporciona buenas
estimaciones. Esto nos hace pensar que tal vez si incluyéramos més de una
variable explicativa, podrfamos tener un modelo més adecuado para pronosticar
los valores de la variable respuesta. El andlisis de regresiéon lineal multiple nos
proporciona, precisamente, métodos para explicar a Y con base en dos o més
X's.

Por ejemplo, si estamos interesados en pronosticar el monto de las ventas
del siguiente mes (Y'), entonces podriamos basarnos en los gastos durante este
mes en publicidad en periédicos (X;), publicidad en radio (X3), nimero de
agentes de venta contratados (X3), y tal vez otras variables.

3.2. Modelo de regresion lineal mdiltiple

El modelo de regresiéon muiltiple es una extension del modelo de regresion
lineal simple, la diferencia es que ahora tenemos mé&s de una variable indepen-
diente:

Aqui también suponemos que las X;, ¢ = 1, ...,k explican la variabilidad
en Y, aunque puede haber otras caracteristicas o circunstancias que no se esté
tomando en cuenta, y a todas ellas se les engloba en el error ¢.

Los supuestos del modelo de regresién lineal miiltiple son los siguientes:

1. Larelacién entre Y y las X;, ¢ = 1,2, ..., k es lineal.

2. Las X;,i=1,2,..., k se miden sin error, es decir, no son aleatorias, o bien,
si son aleatorias, son independientes de los errores € y son independientes
entre si. Cuando dos o mds de las variables X; no son independientes
entre si, se dice que existe multicolinealidad.
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3. Para todos los niveles de las X;, 2 = 1,2, ..., k, los errores € se distribuyen
normal, con media cero y la misma varianza o?, es decir,

SNN(O,UQ).

A la igualdad de varianzas de los errores se le llama homoscedasticidad.
Si este supuesto no se cumple, se dice que existe heteroscedasticidad (=
varianzas distintas) en los errores.

4. Los errores ¢ son independientes entre si.

5. Las observaciones sucesivas de la variable dependiente no estédn correla-
cionadas entre si.

A fin de calcular los valores de las 3;, ¢ = 0,1, ..., k, se toma un conjunto de
observaciones. Dado que los valores de las 3; que se obtiene a partir de dicha
muestra son estimaciones, entonces escribimos:

Y= Bo + Bﬂl + B2$2 +oe At kak (3-2)

donde los BZ son los estimadores de minimos cuadrados de los 3;; @« =0,1,..., k.

3.3. Tabla de andlisis de varianza para un mod-
elo de regresion miiltiple

En la tabla de anédlisis de varianza de un modelo de regresién muiltiple se
divide la varianza en dos partes: la explicada por el modelo y el error o variaciéon
aleatoria.

La tabla de ANVA en este caso es la siguiente:

Fuente Suma de  Grados de Cuadrado

de variacién cuadrados libertad medio Feoae
Regresién SCR k CMR = Sb%z g%g
Error SCE n—k—1 CMFE= nﬁii

Total SCT n—1

Las hipdtesis que se contrasta mediante esta tabla de andlisis de varianza
son las siguientes:

H, : Todos los coeficientes 3, de las variables independientes son iguales a
cero

H, : Al menos uno de los coeficientes 3; es distinto de cero.

El valor de F. se compara contra los cuantiles de una distribuciéon F' con
k gl en el numerador y n — (k + 1) gl en el denominador.

Al igual que en el caso de la regresién lineal simple, en caso de no rechazar
Hy, tenemos que el modelo no es adecuado para explicar la variacion en Y.
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Por otro lado, si se rechaza H,, entonces se ha determinado, al nivel de
significacién empleado, que al menos uno de los coeficientes 5;;  j=1,2,...,k
es distinto de cero, lo cual implica que la X a la que pertenece dicho coeficiente
resulta de utilidad para pronosticar el valor de Y.

3.4. Inferencias sobre los coeficientes del modelo

3.4.1. Contraste de hipétesis sobre 3;

Para establecer cudl o cudles de los coeficientes de las variables independi-
entes es significativamente distinto de cero, se realiza el siguiente contraste de
hipétesis para cada j = 1,2, ..., k:

H,:B; #0
El estadistico de prueba es
3.
TCalc - Tja
53,

donde S5 €s la desviacién estdndar del estimador Bj. Dicho estadistico sigue

la distribucién ¢ de Student con n — k — 1 grados de libertad. De momento no
especificaremos la forma de calcular la desviacion estdndar de los coeficientes
de la regresién muiltiple, pero todos los paquetes de computo estadistico que
permitan trabajar con regresiéon lineal multiple proporcionan una tabla que
resume los resultados de dichos contrastes de hipétesis, similar a la siguiente:

Predictor Coeficiente FErr.Std. Coef Toue. Valor —p
X1 By 53, T jZ}
X5 By 53, I, p2
Xk B, 53, T pa

Recordemos que el Valor — p representa una forma distinta de establecer si
se rechaza o no una hipétesis. Mientras mds pequeno sea el Valor — p, mayor
evidencia presentard la muestra en contra de la hipétesis en cuestion.

A partir de la tabla de ANVA podemos calcular una estimacién para el
valor de la desviacién estandar de los errores, 0 = Vo2. A dicha estimacién
se le llama error estandar mailtiple de la estimacion; representa la variabilidad
de las estimaciones que se obtiene para Y a partir de la ecuacién de regresién
lineal multiple. Al error estandar muiltiple de la estimacién se le representa con
s y se calcula como sigue:

SCFE

n—k—1

S =
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Se tom¢ los siguientes dos ejercicios de [[?]] pp. 505, 506 y 513.

Ejercicio 24 Refiérase a la siguiente tabla de ANVA.

Fuente SC gl CM Foue
Modelo 21 8 7.0 2.33
Error 45 15 3.0
Total 66 18

a) ;De qué tamario es la muestra?

b) ¢ Cudntas variables independientes hay?

c) Calcule el coeficiente de correlacion maltiple.

d) Determine el error estandar miltiple de estimacion.

Ejercicio 25 Refiérase a la siguiente tabla de ANVA.

Fuente SC gl CM Foue
Modelo 60 5 12 1.714
Error 140 20 7
Total 200 25

a) ;De qué tamano es la muestra?

b) ¢ Cudntas variables independientes hay?

c¢) Calcule el coeficiente de correlacion mailtiple.

d) Determine el error estdndar maltiple de estimacion.

Ejercicio 26 La empresa Salsberry Realty vende casas en la costa este de Fs-
tados Unidos. Una de las preguntas que los posibles compradores hacen con
frecuencia es: si adquirimos esta casa, scudnto tendremos que pagar por la
calefaccion en invierno? ... Se considerd que el costo (en ddlares) incluye tres
variables (1) la temperatura media diaria en el exterior (en grados F), (2)
el espesor del material de aislamiento térmico que se coloca en el desvin (el
pulgadas), y (3) la antigiiedad del calefactor (en atios). Para realizar esta in-
vestigacion, ... (se) selecciond una muestra aleatoria de 20 casas vendidas re-
cientemente. ... se presenta la informacion muestral.

(Coloque una tabla con los datos de la muestra)

Se introdujo esta informacion en un proyecto de Minitab y se obtuvo los
resultados que se muestra a continuacion.

a) Contraste la hipdtesis de que el modelo es adecuado para explicar Y
mediante la tabla de ANVA.

b) Determine cudles variables resultan importantes para describir el costo
de la calefaccion realizando un contraste de hipdtesis sobre el coeficiente de
cada variable independiente del modelo.

Resultados de la regresion:

La ecuacion de regresion es

Costo = 427 — 4,58 Temperatura — 14,8 Aislante 4+ 6,10Cale factor

La tabla de andlisis de varianza es la siguiente:
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Fuente SC g CM Fowe Valor —p
Regresion 71,220 &8 157073 21.90 0.000
Error 41,695 16 2606

Total 112,915 19

La tabla que resume los contrastes de hipdtesis individuales, se presenta a
continuacion:

Predictor Coeficiente  Err. Std. Tow. Valor —p
Constante 427.19 59.60 7.17  0.000
Temperatura -4.5827 0.7723 -5.93  0.000
Aislante -14.831 4.754 -3.12  0.007
Calefactor 6.101 4.012 1.52  0.148

3.4.2. Intervalo de confianza para 3,

Un intevalo de 100 (1 — ) % de confianza para 3;, j = 0,1, ..., k, estd dado
por:

Limite Inferior de Confianza = LIC = Ej —tn-k—1,a/2 X 55,
J

Limite Superior de Confianza = LSC = Bj —tn—k—1,a/2 X 55
J

Ejemplo 27 Suponga que se tiene un conjunto de 15 datos sobre la calificacion
obtenida por un egresado en el examen GPA y la indicacion de si egresd de la
carrera de administracion o de alguna otra para pronosticar su salario inicial
al comenzar a trabajar. Con base en tales datos, se obtuvo el siguiente modelo
de regresion lineal maltiple:

Salario = 23,4 4+ 2,77TGPA + 1,31 Administracion.

Ademds, se cuenta con la siguiente tabla sobre los coeficientes del modelo.

Predictor Coeficiente SE Coef
Constante 23447 3.490
GPA 2.775 1.107
Administracion 1.3071 0.4660

a) Calcule un intervalo de confianza de 95 % para el coeficiente de la variable

GPA.

b) Calcule un intervalo de confianza de 95 % para el coeficiente de la variable
Administracion.
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3.5. Correlacidn

3.5.1. Coeficiente de determinacién multiple

A partir de la tabla de ANVA, podemos calcular el valor del coeficiente de
determinacién muiltiple, R?:
»  SCR
-~ SCT
este se interpreta, como en el caso de la regresién lineal simple, como la propor-
cién de la variabilidad en Y que explica el modelo. Como SCT = SCR+SCE,
entonces SCR = SCT — SCE, y por tanto también se puede calcular el coefi-
ciente de determinacién multiple como

SCE

2
—1-22=
R SCT

3.5.2. Coeficiente de determinacién mudiltiple ajustado

Aunque el coeficiente de determinaciéon multiple es un indicativo de qué
tan bien explica el modelo el comportamiento de la variable dependiente, debe
considerdrsele con precaucién ya que el valor de R? aumentard siempre que
agreguemos una variable al modelo, aunque dicha variable no contribuya de
manera notoria a la prediccion de Y.

Para evitar esta dificultad, se utiliza también el coeficiente de correlacién
miiltiple ajustado, R?, el cual se define por

n—1 SCE
R:=1- :
@ n—k—18CT

La ventaja de R? sobre R? es que aquél toma en cuenta el nimero de
datos y el nimero de pardmetros 5 en el modelo (incluyendo ;). Esto tiene
como consecuencia que no se puede hacer que R? se acerque a 1 simplemente
agregando variables al modelo.

3.5.3. Matriz de correlacidon

Es una matriz que contiene los coeficientes de correlaciéon entre todos los
pares de variables independientes. También se puede incluir en ella a la variable
independiente. Se le representa con la letra griega sigma mayuscula, 3.

Por ejemplo, si se tiene tres variables independientes X1, X5 y X3, la matriz
de correlacion entre ellas tendria la forma siguiente:
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P11 P12 P13
Y= p2 P2 Po3
P13 P23 P33

donde p;; (rho) representa el indice de correlacién entre X; y X, que, recordemos,

se define como
. CO'U (X,L, X])
Pii =\ Var (Xi) Var (X;)

3.5.4. Multicolinealidad

Se refiere a la existencia de una alta correlacién lineal entre dos variables
independientes. Existe un contraste de hipétesis especifico sobre multicolineal-
idad, pero de manera general podemos decir que entre dos variables independi-
entes puede existir multicolinealidad si el coeficiente de correlacién entre ellas
es menor que —0,7 o mayor que 0,7.

Si se sospecha de la existencia de multicolinealidad entre dos variables inde-
pendientes, debe eliminarse una de ellas del modelo. La razén para esto es que
si las variables tienen una correlacién muy alta, podrfamos pensar que ambas
miden casi la misma caracteristica, por lo cual no

Tras la eliminacién de la variable, se debe volver a calcular los coeficientes
de este, junto con todas las otras medidas que nos sirven para evaluar el modelo
(R, R?, la tabla de ANVA para el modelo completo, los contrastes de hipétesis
individuales para cada coeficiente, etc.).

3.6. Meétodos secuenciales para la seleccién del
modelo

Cuando exsite multicolinealidad, debe eliminarse una de las variables del
modelo. Cuando no resulta obvio cudl de las dos variables...
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