IX CONCURSO DE PRIMAVERA DE LA RIOJA GI.M
12 FASE NIVEL IV Dia 28 de Febrero de 2007 rioja

1.-  Se tira una moneda tres veces. ;Cual es la probabilidad de que salgan exactamente dos caras

seguidas?
1 1 1 2 3
A) — B) — C) - D) — E) =
) 1 ) 3 ) 5 ) 3 ) 2
Los casos posibles son: CCC, CCX, CXC, XCC, CXX, XCX, XXC, XXX. La probabilidad que nos piden es 2/8 =
1/4
2.- (Cual es la altura menor de un punto de la grafica de la funcion?
y=|x=1]+|x =2+ |x =3|+]x— 4 +|x 5|2
A) 4 B) 5 D) 7 E) 10

Se trata de una funcion “definida a trozos” que en cada uno de ellos se expresa mediante una funcion polinomica
de primer grado. Si x<I, f{(x)=15-5x que es decreciente y su minimo se alcanza en x=1 y vale f(1)=10. Si x>5,

f(x)=5x—15 que es creciente y su minimo se alcanza en x=5 y vale f(5)=10. Por otra parte, en cada uno de los
“trozos” su minimo se alcanzard en el extremo inferior o en el superior, por eso basta con calcular f(1)=10,

f2)=7, f(3)=6, f(4)=7, f(5)=10. EIl menor valor que alcanza es 6.

3.- En la figura podemos ver dos cuadrados y un octégono regular que estan
inscritos unos en otros. Si el area del cuadrado grande es 48 cm’, el area del

pequeio, en cm?, es:

A) 40 B) 36 C) 32 D) 28 E) 24

Todas las apotemas del octogono son iguales. Si construimos la circunferencia inscrita al
octogono, vemos que su radio coincide con la mitad de la diagonal del cuadrado pequeiio, eso
nos permite girar el cuadrado 45°y ahora sus vértices coinciden con los puntos medios de los
lados del cuadrado grande, por lo que su area mide la mitad de éste.

4.- La funcidn inversa (o reciproca) de y = |x — 3| +2x es:
1 2x-3 |x-6 2x-3 |x—6
A) y:|x+3|+—x B) y= + C) y= —| |
2 3 3 3 3
|x+ﬂ |x—ﬂ
D) y=" ik E) yox—i
3 3
x+3 si x<3 o
La funcién dada expresada a trozos: f(x) = . . Como f(3) = 6, -
3x=-3 si x23 .
Basta dibujarla y recordar que fy su inversa son simétricas respecto de y=x, para S 4 //
x=3 si x<6 -
-
x) =
S lx +1 si x>6
deducir que lu inversa serd 3 y la respuesta correcta es C
porque cambia de zona en x = 6 (By C) y para x < 6 solo la funcion C tiene pendiente 1




nn+1)(2n+1)

5.- Sabiendo que la suma de los n primeros cuadrados, 1% +22 +3? +...+n*, €s .

entonces la suma de los diez primeros cuadrados pares, 2> + 4> + 6> +...4+ 20" es:

A) 1444 B) 1540 C) 1556 D) 1596 E) 1616

J101121
22442162 +.20% _ 2D +(2.2)2 +(2.3)% +..(2.10)* _ 417 +22 +3% +..+10%) _ 6

6.- Se tira un dado cuatro veces. ;Cual es la probabilidad de que salgan cuatro nimeros distintos?

5 1 5 1 24
A) — B) — C) — D) — E) —
18 54 108 144 216
Queremos que en el primer lanzamiento se obtenga un numero cualquiera, en el segundo uno distinto del
543 5
anterior, y asi, la probabilidad de que sean todos distintos es... =1.———=—
666 18
7.- . Cual de los siguientes nimeros no es raiz del polinomio z* —5z> -367?
A) 2i B) 21800 C) 22700 D) 31800 E) 3
+4/ 9
Resolvemos la ecuacién de 2° grado en z° y obtenemos: z° = # = { de donde se deduce que
las soluciones son 3, -3, 2, -2i que en forma polar son: 3¢, 31800, 2900, 2279o. Luego 2;g9- no es una solucion

8.- El tridngulo curvilineo de la figura, esta formado por tres arcos de centro un
vértice del triangulo equilatero y radio su lado, que mide 2 cm. ;Cual es el area, en
cm?, del triangulo curvilineo?

A) 27 ++3 B) 7+v3 [€)2lz-3)|D) 7-3 E)23-x

La figura entera es un sector de amplitud 60°y su area mide la 6° parte de un circulo de radio

2 :2n/3.  Sile restamos el area del triangulo equilatero (base 2 y altura J3 - por Pitagoras)

2
obtenemos el area del segmento: 7” - x/g . Finalmente, para calcular el area del triangulo

curvilineo sumamos el drea del triangulo mads la de tres segmentos:

V3+27-3J3=2(n-+3)

9.- (Cual de los siguientes nimeros es primo?

A)5°+1 B)6'-1 C)2"¥+1 D)4"-1 E) 16" + 1

A) es compuesto porque las potencias de 5 acaban en 5. Si le sumamos 1 queda par.

B) es compuesto porque las potencias de 6 acaban en 6. Si le resto 1 queda un multiplo de 5.

C) 28+ 1= 4°+1 compuesto porque toda potencia impar de 4 acaba en 4, si le sumamos 1 queda un miilt de 5
D) 4°-1 = (45+1)(4*-1) luego es compuesto. No queda mas remedio que marcar la E.




10.-

11.-

12.-

13.-

14.-

El valor minimo de f(x) =(x—=5)*-(x 1) es:

B) -8 0-2 D23 E)0

Para hallar el minimo igualamos la primera derivada a 0:  f’(x)= 3-5P (1) + (x—5)° =
(x—=5)°[3(x—1)+(x—5)] =4(x—5)’(x—2) = 0 luego tenemos dos posibles extremos: f(5)=0 y f(2)=—27

La recta tangente a y=x" —2x° +1 en (1,0), ademas de tocar a la curva en (1,0) la corta
también en:

B)(-1,-4) C)(2,1) D)(3,10)  E)(-2,-11)

y'(x) = 3x’—4x , luego la pendiente de la tangente en (1,0) es m =y’(1) = —1. La ecuacion de la recta tangente

sera: y—0 = —1(x—1) , esdecir, y = —x+1. Resolvemos el sistema que forma la funcion y la recta tangente:
y= X -2x? +1 . , . .
; , se obtienen rapidamente dos soluciones x=1 (el punto de contacto con la tangente ya

y=—-x+

conocido) y x=0 que nos da el otro punto de contacto buscado: (0,1)

(Cuantos “martes y 13” puede haber como mucho en un afio?

A) Uno B) Dos D) Cuatro E) Cinco

Cada mes que pasa sumamos al anterior 4 semanas “‘y pico”. Empezando por Enero, estos “picos” son:

3,0/1,2 3 23,23, 3,2 3, 2. (laexpresion 0/1 se refiere a si el afio no es /si es bisiesto)

Cuando los “picos” acumulados suman un multiplo de siete se repite el dia de la semana del dia que empezamos
a contar. Asi, si empezamos un afnio con un martes y trece en Enero, los “picos” acumulados son.

3,0/1,3/4, 67,89, 11/12, 13/14, 16/17, 19/20, 21/22, 24/25, 26/27 que produce dos veces “martes y trece”. Si
hacemos otra vez lo mismo empezando con un “martes y 13" en Febrero tenemos una lista de acumulados: 0, 0/1,
3/4, 5/6,8/9, 10/11, 13/14, 16/19, 18/19, 21/22, 23/24 , que produce “martes y trece” en Febrero, Marzo y
Noviembre (si el afio no es bisiesto). Podemos seguir el mismo proceso comenzando en Marzo pero enseguida se
ve que no se vuelven a alcanzar y menos a superar los tres “myl3” en un ano.

Consideremos las funciones f(x)=x>+2bx+1y g(x)=2a(x +b)donde las constantes a y b

son numeros reales. Cada par de constantes a y b puede considerarse como un punto de
coordenadas (a, b) en el plano. Si S es el conjunto de puntos (a, b) para los que la grafica de
v =f(x) e y=g(x)no se cortan, el area de S es:

A)l B) w C)4 D) 47 E) Infinita

Las grdficas no se cortan si el sistema que forman sus ecuaciones no tiene solucion: x’+2bx+1 = 2a(x+b) que
da lugar a la ecuacion de 2° grado: x’+2(b—a)x+1—2ab=0. Si queremos imponer la condicién de que no tenga
solucion, tendremos que hacer el discriminante sea <0 ; A=(b—a)’—4(1—2ab)<0 lo que nos lleva a la
desigualdad: a’+b’<1 . Los puntos del plano que solucionan ésta son los de un circulo de centro el origen y
radio I cuya drea es T.

;Cuantos tridngulos rectangulos distintos verifican que su perimetro, en cm, y su area, en cm’,
vienen dados por dos niimeros iguales?

A) Ninguno B) Uno C) Dos D) Cuatro E) Infinitos|

Si los catetos son x e y, la hipotenusa sera \/xz + y2 entonces: X+ y+ \/xz + y2 = % que resolvemos aislando
la raiz y elevando al cuadrado: 4(°+y°)=x’y’+4x’+4y°—4x’y—4xy’+8y que queda xy(xy—4x—4y+8)=0y como
4(x-2
ni x ni y pueden valer 0, queda y(x—4)=4(x—2) luego y = (x—4) que tiene infinitas soluciones (x puede ser
X—

cualquier valor positivo distinto de 4)




15.-

16.-

17.-

El 4rea total de un ortoedro (prisma recto rectangular) es 22 cm” y la suma de las longitudes de
todas sus aristas es 24 cm. ;Cudl es, en cm, la maxima distancia entre dos vértices de dicho
ortoedro?

A) Vi1 B) J12 C) V13 D) J14 E) No esta univocamente determinada

Six, y, z son las medidas de los lados, sabemos que  2xy+2xz+2yz =22 |y también 4 x+4y+4z =24. SiD es
la diagonal calculamos (x+y+z)’ = x’+y’+2°+2xy+2xz+2yz donde sustituimos los datos y queda 6°=D*—22,

luego, D =+/14 cm

Una circunferencia de radio arbitrario puede cortar a la grafica de la funcion y = senx en:

A) Dos puntos como maximo B) Cuatro puntos como maximo
C) Seis puntos como maximo D) Ocho puntos como
maximo - oy

N s ™ o®

[E) Mas de dieciséis puntos

B h 4 = | a4 _§

La funcion y =senx es periodica con periodo 2n. Podemos dibujar una
circunferencia con centro en el eje OY" que pase por el punto (0, —1) y por el punto
(167,0) esta circunferencia corta a la funcion y=sen x en mas de 16 puntos.

Si el cociente entre el perimetro de un cuadrilatero en el que se pueda
inscribir una circunferencia y la longitud de dicha circunferencia es £, ;cudl es el cociente entre
el area de dicho cuadrilatero y el area del circulo?

2
A) kr B) k C) L D) k2
T v

En la figura vemos que el drea del cuadrildatero se puede obtener sumando las
dreas de cuatro triangulos cuyas bases son los lados del cuadrilatero y cuyas
alturas son todas iguales al radio de la circunferencia inscrita:

a+b+c+d P

S=———r=—r
2 2

% =k = P=kL =2km ; entonces si S es el area del cuadrilatero y C la del

—-r

==<_= =k

circulo:

alw
o
LS}




18.- Consideremos las graficas de y = Ax* ¢ y* +3=x>+4y con4 > 0. (En cuantos puntos se
cortan?

B) Dos C) Depende de los valores de 4

D) Hay un valor positivo de 4 para el que no se cortan  E) Nada de lo anterior

| Resolvemos el sistema despejando x° en la primera ecuacién x’= y/A y sustituyendo en la segunda obtenemos, tras
v / reducir y pasar al primer miembro: Ay’ — (1+44)y + 34 = 0 cuyo discriminante A =
4A+8A4+1 que si A>0 es siempre positivo luego tiene dos soluciones para y; como

T s x i\’% tenemos cuatro soluciones para el sistema

19.- El volumen de un ortoedro es 8 cm’, su 4rea total 32 cm® y sus tres dimensiones estan en
progresion geométrica. ;Cudl es, en cm, la suma de las longitudes de todas sus aristas?

A) 7 B) 14 C) 24 D) 28

Sus dimensiones son x, xr, xr’. Sabemos que V =xr =8 (luego xr =2) y que 32 = 2x’r+2xX’rF +2x°r =
2X°r(1+r+17) de donde X’r(1+r+17)=16. La suma de longitudes L=4x+4xr+4xr’=4x(1+r+1")=64/xr=32

20.- (Cuantas soluciones reales tiene la ecuacion ‘x — |2x + 1” =37

A) Ninguna C) Dos D) Tres E) Cuatro

Tenemos dos posibilidades que exploramos por separado:
1.- x—|2x+1|=3 dedonde |2x+1|=x—3 dedonde a) 2x+1=x—3 luego x=—4

b) 2x+1=—x+3 “ x=2/3
2.- x—|2x+1|=— “ |2x+1|=x+3 dedonde a) 2x+I1=x+3 “ x=2
b) 2x+1=—x—-3 “ x=—4/3

Comprobamos las cuatro soluciones y solo x=2 es valida

21.- Sif(x)=10x y f(g(x))z —5x entonces g(x) es igual a:

1 X X 1
A) —— B) - — C) —— D) -— E) -2
) 2 ) 2 ) 10 ) 10 ) *

Si fix)=10x, es ficil ver que f'(x) =x/10, como f(g(x)) = —5x, aplicamos [ a los dos miembros y
tenemos f~' f(g(x))= f(-5x)==5x/10=—x/2.

22.- Enun concurso de opcién multiple y con 30 problemas, se puntia con 12 puntos cada respuesta
correcta, se restan 7 puntos por cada respuesta incorrecta y 0 por cada respuesta en blanco. Si
Antonio obtuvo 234 puntos, ;/cudntas respuestas dejo en blanco?

A) 0 B) 1 C)2 D) 3 E) 4
Sea m, ny p el numero de respuestas correctas, incorrectas y en blanco (todos entre 0y 30). Sabemos que
19.12+6+7
m+n+p=30 y que 12m — 7n =234 =19.12. Despejamos m y tenemos que m :Tn Buscamos, pues,

multiplos de 7 que al sumarles 6 resulte un multiplo de 12.  Formamos la sucesion:6, 13, 20, 34, 41, 48, 55, , ...
hemos encontrado una solucion n=6, m=23 y, por lo tanto, p=1.




23.- Si m y n son enteros, con 1<m<n, ;jcuantas soluciones positivas tiene la ecuacion
x"=x"-1=07?

A) Ninguna B)n D)n—m

E) Es posible cualquier nimero de soluciones

Consideramos la funcion:  f(x)=x"—x" —1 Esta funcion pasa por el punto A(0,—1) . Estudio su crecimiento
(signo de la derivada) en el semieje OX':  f'(x)=nx"""—mx" ! = mx”’](lx”’” - ]] que en R" solo se anula
m

en x=1y se mantiene<0 para x entre 0y 1y >0 para todos los x>1 La funcion f tiene un minimo en B(1,—m) y
como tiende a +w si x tiende a +o luego en R" corta una vez y solo una el semieje de abscisas.

24.- En una semicircunferencia de diametro AB inscribimos un cuadrado

CDEF como se muestra en la figura. Si AC = x y CE =y, entonces =
Y es igual a: V
y
x L7
P J5-1 J5+1 J5-1 34 C D
A) — B) —— C) D) —— E) =
4 2 232 202 5

Aplicamos el T de Pitagoras al triangulo CED teniendo en cuenta que el lado del cuadrado mide 2(r—x) y
resulta: y'=8(r—x)’ (*) Aplicamos ahora el T de Pitdgoras a ODE (siendo O el centro de la
semicircunferencia): P=(r—x)+4(r—x)’=5(r—x)* . Despejando (r—x)° en las

dos expresiones e igualando, tenemos que: 8°=5y" luego r = %y que

Y / \/g

N . sustituido en (*) queda: %:ﬁ y—x que operando nos lleva a

x:\/__ly luego 1:\/5_1

22 oy W2
25.- arct L +arct L es igual a:
' £\ 10 17 suaa

1 V4 | 27

A r B) arctg| — C) — D) arctg| — E) arctg| —

) ) g£3j )3 ) g&j ) g(mgj

Si llamamos p=arctg(1/10) y q=arctg(1/17), tenemos que tgp =1/10 y tgq = 1/17. Utilizando la formula

I
gp +1g + 17+1 27
1gp+igq _ 79 1171 = 0—_5 luegop +q =27/169

de la tangente de la suma: tg(p+q)= =
I-1gp.pgqg 1-7;77 169 1




