	Limites


Déterminer des limites éventuelles d'une fonction [image: image1.png]frxe fl



n'a d'intérêt que lorsque x tend vers une borne ouverte de l'ensemble de définition Df de f.
Cette condition étant remplie, cela permet de connaître le comportement de f pour des valeurs de x proches de ces bornes ouvertes de Df. C'est ainsi que l'on peut mettre en évidence la présence éventuelle d'asymptotes verticales, horizontales ou obliques à la courbe de f.

Dans le développement qui suit :
α désigne soit +[image: image2.png]


 soit −[image: image3.png]


, soit un réel a,
[image: image4.png]


désigne +[image: image5.png]


 ou −[image: image6.png]



1. Qu'est-ce que la limite d'une fonction en α ou d'une suite en +[image: image7.png]


 ? 

• Soit f une fonction définie au voisinage de α.
– La limite de f en α est +[image: image8.png]


 et on note [image: image9.png]


, si tout intervalle de la forme [image: image10.png]|M; +o0]



, où [image: image11.png]


, contient tous les réels f(x) dès que x est suffisamment proche de α.
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– La limite de f en α est −[image: image13.png]


 et on note [image: image14.png]


, si tout intervalle de la forme [image: image15.png]| — oo; M|



, où [image: image16.png]
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, contient tous les réels f(x) dès que x est suffisamment proche de α.
– La limite de f en α est le réel l et on note [image: image18.png]


, si tout intervalle de la forme ]l − r ;  l + r[, où r > 0, contient tous les réels f(x) dès que x est suffisamment proche de α.
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• On adapte ces définitions aux suites mais on a alors [image: image20.png]


et, dans le cas d'une suite (Un), on écrit :
[image: image21.png]1m1 Un = +00



ou [image: image22.png]lim U,
n—oo




ou [image: image23.png]lim U,
n—oo





2. En quoi consistent les théorèmes d'opération sur les limites ? 

On désigne par l et l' deux réels et par f et g deux fonctions définies au voisinage de α.
Dans les tableaux suivants, « ? »  signifie que l'on ne peut pas conclure directement : il s'agit d'une « forme indéterminée »  (voir le paragraphe 3).

• Limite d'une somme
	Si, en α, f a pour limite :
	l
	l
	l
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	si, en α, g a pour limite :
	l'
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	alors, en α, f + g a pour limite :
	l + l'
	[image: image32.png]-+ DO
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	?
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	• Limite d'un produit
Si, en α, f a pour limite :
	l
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	0
	+[image: image38.png]



	+[image: image39.png]



	−[image: image40.png]




	si, en α, g a pour limite :
	l'
	+[image: image41.png]



	−[image: image42.png]
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	+[image: image44.png]



	−[image: image45.png]



	−[image: image46.png]




	alors, en α, f × g a pour limite :
	ll'
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sil <0, —oc
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	?
	+[image: image49.png]
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• Limite d'un quotient
	Si, en [image: image52.png]


a pour limite :
	[image: image53.png][#0




	0
	[image: image54.png]+00 011 — 0O





	alors, en [image: image55.png]o, -



a pour limite :
	[image: image56.png]
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	0


Et on se ramène au cas précédent pour [image: image58.png]



• Limite d'une fonction composée
Si [image: image59.png]C¥1. €2, Q3



désignent [image: image60.png]-+ DO



ou [image: image61.png]


ou des nombres réels et si u et v désignent deux fonctions telles que : [image: image62.png]


et [image: image63.png]


alors [image: image64.png]



3. Que faire face à une « forme indéterminée » ? 

• Les « ? »  du paragraphe précédent signifient que l'on ne peut pas conclure directement : on est en présence d'une « forme indéterminée » , donc devant une limite de la forme [image: image65.png]< (+00) = (+20) >, «0xo00 >, « Z > ou < 5>




• Pour « lever »  cette indétermination, il faut transformer l'écriture de la fonction, soit en factorisant par le terme dominant (cas des fonctions polynômes et rationnelles quand [image: image66.png]


ou [image: image67.png]


), soit en utilisant la quantité conjuguée (cas des fonctions racines carrées), soit en revenant à la définition du nombre dérivé (cas des fonctions étant sous la forme d'un taux d'accroissement).

4. Qu'appelle-t-on les théorèmes de limite par comparaison ? 

On peut déterminer des limites de suites ou de fonctions par comparaison avec des fonctions connues, en utilisant les théorèmes cités ci-dessous.

• Soit f, g et h, trois fonctions définies au voisinage de α et l un réel :
– si, au voisinage de α, [image: image68.png]flz) 2 g(z)et lim fi

= +oc, alors lim f(z) = +oc



 ;
– si, au voisinage de α, [image: image69.png]


 ;
– si, au voisinage de α, [image: image70.png]9(z) < flz) < hiz)et lim g(z) = lim h(z) =1 alors lim f(z) =1



(théorème des gendarmes).

• Toute suite croissante (respectivement décroissante), non majorée (respectivement non minorée) a pour limite +[image: image71.png]


 (respectivement −[image: image72.png]


).
Toute suite croissante et majorée (respectivement décroissante et minorée) est convergente, c'est-à-dire admet une limite finie.

5. Comment détermine-t-on la présence d'asymptotes à la courbe d'une fonction ? 

• Si [image: image73.png]


, où [image: image74.png]a & K



, alors la courbe de f admet une asymptote verticale d'équation x = a.

[image: image75.png]Cr








• Si [image: image76.png]


, où [image: image77.png]Hh & K



, alors la courbe de f admet une asymptote horizontale d'équation y = b, en [image: image78.png]


.
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• Si [image: image80.png]


, où [image: image81.png]m € R*



et [image: image82.png]pER



, alors la courbe de f admet une asymptote oblique d'équation y = mx + p, en [image: image83.png]


.

À retenir

• [image: image84.png]


, si tout intervalle de la forme [image: image85.png]|M; +o0]



, où [image: image86.png]


, contient tous les réels f(x) dès que x est suffisamment proche de α.

• [image: image87.png]


, si tout intervalle de la forme [image: image88.png]| — oo M|



, où [image: image89.png]


, contient tous les réels f(x) dès que x est suffisamment proche de α.

• Il existe quatre formes pour lesquelles la détermination de la limite est impossible : formes [image: image90.png](+o0) » < 0x 00>
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ou [image: image92.png]


.

• Si deux fonctions f et h encadrent une troisième fonction g sur un intervalle et si les fonctions f et h ont la même limite à l'infini ou en un point donné, alors g a la même limite que les deux fonctions qui l'encadrent.

