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  بردار و هندسه تحلیلی: فصل چهارم 
  

 AB را اندازه ي بردار ABطول پاره خط . پاره خط جهت دار که داراي نقطه ي مبدا و انتهاست :بردار 

   نمایش می دهیمABمینامیم و به صورت 
 مؤلفه هاي y و x از اعداد حقیقی است که (x,y) ي مختصات یک زوج مرتب هر بردار جبري در صفحه

  . نامیده می شوند(x,y)بردار 
  

),,( اندازه ي بردار 321 aaa =  aρ            :    ⇐                   2
3

2
2

2
1 aaa ++ =aρ   

  
  . بردار ها را می توان جمع ، تفریق و ضرب در عددي اسکالر کرد:ویژگی هاي بردارها 

  دو اسکالر باشندβ وα بردار هاي واقع بر یک صفحه باشند وb و a اگر :قضیه 

 abba ρρρρ
+=+1)   

)0,0(0 =
ρ

   :   aa ρρρ
=+ 02)        

baba
ρρρρ

ααα +=+ )(3)    
)()( aa ρρ

βααβ =4)     
cbacba ρρρρρρ

++=++ )()(5)    
0)( =−+ aa ρρ

6)    
aaa ρρρ

βαβα +=+ )(7)    
000
ρρρ

α==a8)    
)( baba

ρρρρ
−+=−9)    

  
ab  وجود داشته باشد که  α گوییم اگر اسکالر موازي را b و a دو بردار :تعریف  ρρ

α=  
    یک بردار ناصفر باشد آنگاه a اگر :نکته 

a
a
ρ
ρ

   = uρ هم جهت با واحد بردار aρاست   

),,( را یک بردار در فضا می نامیم و بردارهاي واحد آن (x,y,z) هر سه تایی مرتب :نکته  kji
ρρρ

  
i=)0,0,1(به صورت 

ρ
j=)0,1,0( و 

ρ
k=)1,0,0( و 

ρ
  . است

  
  ضرب عددي 

  .تعریف می کنیمصورت زیر بردار ها را به جمع و تفریق و ضرب اسکالر 
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),,( 332211 babababa +++=+

ρρ
  

),,( 332211 babababa −−−=−
ρρ

  
),,(. 332211 babababa =

ρρ
  

  : قضیه 
1.... === kkjjii

ρρρρρρ
  

0... === ikkjji
ρρρϖρρ

  
2. aaa ρρρ

=  
abba ρρρρ .. =  

cabacba ρρρρρρρ ..).( +=+  
0.0 =aρ

ρ
  
  

b و aρ زاویه ي بین دو بردار θ اگر :قضیه 
ρ باشد           :                θcos. baba

ρρρρ
=  

b و aρو اگر   
ρ   0                                     :          بر هم عمود باشد. =ba

ρρ
  

  
] در بازه γوβوα زاویه هاي :تعریف  ]π,0 به ترتیب بین بردارهاي i

ρوj
ρوk

ρي محور مختصات و  رو
  . می نامیمaρزاویه هاي هادي  را aρبردار ناصفر 

a
a

ia
ia

ρρρ

ρρ
1.cos ==α  

a
a

ja
ja

ρρρ

ρρ
2.cos ==β  

a
a

ka
ka

ρρρ

ρρ
3.cos ==γ  

)coscos(cos kjiaa
ρρρρρ

γβα ++=  
  

  :تصویر یک بردار روي بردار دیگر
PQوPR دو بردار و نقطه S تصویر قائم نقطه Q بر خطی که از P و Rمی گذرد می باشد .  
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   می نامیمPRدر جهت PQ تصویر عددي را θcosPQهمچنین مؤلفه 
















==

PR

PRPQ
PR

PRPQPQ ..cosθ  

b یک بردار ناصفر باشد تصویر بردار aρ اگر :تعریف
ρ در جهت aρ برابر است با   

a
a

baba
ρ

ρ

ρρρ
ρ

2

.Pr =  

  ضرب برداري
θsinbaba

ρρρρ
=×  

b و aρاگر بردار 
ρداراي سه مؤلفه باشند ضرب برداري یا خارجی آن به صورت زیر است :  

2121

1313

3232

3

2

1

3

2

1

abba
abba
abba

b
b
b

a
a
a

ba
−
−
−

=×=×
ρρ

  

  
jik                                                       :نکته

ρρρ
=×     ikj

ρρρ
=×     kji

ρρρ
=×  

  
  قضیه

)( abba ρρρρ
×−=×1)   

0=× aa ρρ2)   
)()()( bababa

ρρρρρρ
ααα ×=×=×3)   

  )()()( cabacba ρρρρρρρ
×+×=+×4)   

   )()()( cbcacba ρρρρρρρ
×+×=×+5)   

cbacba ρρρρρρ ).().( ×=×6)   
cbabcacba ρρρρρρρρρ )..()..()( −=××7)   

0).( =× baa
ρρρ8)   

  aوb0                           ⇐ موازیند                      ناصفر و=×ba
ρρ

9)   
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  :خط در فضا 
  .  مشخص می شودL در فضا یا در صفحه توسط دو نقطه یا یک نقطه و بردار موازي با Lخط 

),,(نقطه  0000 zyxp بر خط L و بردار ),,( 321 aaaa =
ρ موازي با Lرسم شده است .  

),,(در نتیجه نقطه  zyxp بر خط L است اگر و تنها اگر اسکالر tوجود داشته باشد   
atpp به طوري که  ρ

=0  

  
atpp:                           برابر است با Lمعادله برداري خط  ρρρ

+= 0  
  

:                   برابر است با Lادله پارامتري خط همچنین مع

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



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tazz
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                  )  :Lدکارتی خط ( معادلات متقارن 
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  :فاصله ي نقطه از خط 

   قرار نداردL بر بردار 1pاست و موازي aρ می گذرد با بردار 0p ه از نقطLخط 
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a

ppa
d ρ

ρ
10×

=                     ⇒               







=×

=

θ

θ

sin

sin

1010

10

ppappa

ppd
ρρ  

  
Nر بردا (L می گذرد و بر خط p تنها یک صفحه وجود دارد که از نقطه :صفحه در فضا

ρ (عمود است .
  درنتیجه هر صفحه توسط یک نقطه و یک بردار عمود بر آن مشخص می شود

0),,(اگر  zyxp یک نقطه و ),,( cbaN =
ρ یک بردار ناصفر باشدواگر صفحه S 0 ازpبگذرد و بر N

ρ 
),,(ود باشد آنگاه نقطه عم zyxp بر این صفحه است اگر و تنها اگر بردار pp0بر بردار N

ρ عمود باشد 
),,(:                                                         درنتیجه   0000 zzyyxxpp −−−=  

                                   0)()()( 000 =−+−+− zzcyybxxa  ⇒  0. 0 =PPN
ρ  

         dczbyax =++      ⇒  
  

  
  

1N دو صفحه با بردارهاي قائم :تعریف 
ρ 2وN

ρ 1  گوییم اگرموازي راN
ρ 2 موازي باN

ρ می گوییم عمود و 
1Nاگر 

ρ 2 عمود برN
ρباشد .  
),,(در ضمن فاصله نقطه  0000 zyxp 0 از صفحه=+++ dczbyaxمول زیر بدست می آید از فر  
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000
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dczbyax
h
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+++
=                      ⇒                        

N

PPN
h ρ

ρ
10.

=           

  
  پایان فصل چهارم
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